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MATHÉMATIQUES. 



MICTHODE DES HOMOGÈNES. 



I. SoiTaDtUnotftti«ienuHKe,les(!oord(Hiiiéead'tiiJ point 
•oraaplao w»l représentées par les lettres a: etr. et les eaor- 
données d'an point dans l'espace, par x,x, z; dans la mé- 
thode des homogètut , les coordoDoées d'an point sur nn {dan 

sont r^éscntèes par les rapport^ ~, -; elcclIesd'uD point 



nombres qnelcmqaes- Ainsi, posr passer de la notation or^ 
dinaire k celle des homogànes , il suffit de remidacer dans lei 

éqoalioos x et j' par ^ -, ou bien x, r. z par -, -, - ; 

"^ » * H «' a' 

et il saffit de supposer z = 1 on u= 1 poor venir de la noit- 
Telle notalioa à l'ancienne. L'avanta^ de cette noavetlsno- 
lalioa est de donner aux résoltals une tvxato tsmitriqae et 
de poQTOir appliquer aux équations les propriétés analy- 
tiques des fonctions homogènes. Nous allons donner qoel> 
qnes exempla. G'estdaos l'ouTrafedeM. Piocker, conte- 
nant scw sjstèoM de géotnéirîe analrliqne (1835), que Je trouve 
les premières applications de celle méthode. 
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II. PnAlêmt. ttobTer l'âqvatloii d'une droite puunt 

par les deux poiiits ( — ("^leti— , — )• 

Solution. Soit dy+ex-^/z=o, l'équation de U droite, 
on aara 

dy-\-cx''-\-/z'' = 0, 

n tmt élimùffir entre ces trots éqaalions In dent rapports 

d e 

^, -^i il faut doDC , CD considéraot d^ ;/conate trois in- 
connues, que le déterminant soit ddI -, ainsi on a de snite 

Lm crocheta indi^em le Mnûme riHMA aà to déKrAi- 
niDt n de deux lettres , ^ lenM entre crocliets Min t p«tttr t 
Bironfaii xns'six'sl, OD troan la (Oras.QOn sflBéb 
triste ordinaire. 

III. Probtime. Troaver l'éqnalion d'un plan passant parles 

*^ V" « "7 \" y " / \" «^ w 7 

Solution. Soit r4qua(ion da plan dx-\-ej--\-/x-\-gui^Oi 
TflnpIaçaRl' sdcecssivemeAt x, y, t, u par x', y', i^ u'; 
3^,^'^%", u'', on obtient troii antres éqaadonS. Entre cM 
d e ^ 

■g 

Ces qaatre dernières qoantitte 4lant oonsfdértes comme des 
inconnues , il Tant qne le déterminant soit nul i on a donc 

xiyz'u""\'-lf-y{j:-^u-] -^^{x'^u^ ^a{xyz'^=Q. 

Les crochets indiquant le déterminant de trois lettres, 



O C'ait «Inll qu'on ilttigBa njoard'hol In (nttiaiu «nmirilm — , mil 
qua, iBlon touM Juiiica, devraltnt potur eu taiwUaM, lei plat n«arqaràtet 
qa'on noMiitcc iUdi l'anal y». 
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TeBTemwnt par doiic4^dcb| sii tenneaj oetDl q«i tait entre 
kl croeheUéUol yosilif, les tignes^ imjBMnê wot ow^rté• 
lement déleroiiate. 

IV. TTtéorime. Soit nnc Tonction algSrique, «fUt^,&o- 

iHOjr^fte, de degré m, de n variables, ^,,.z',, x, j.( lil'on 

molUplIe par £, la Attirée' de tèUe foncllbb pdM pftt rap- 
port à x, j fwii par k^ i la dMtta de l« MttM toMrtion prisé 
par rapport à j;,, et ainfii des aoirn rariables) la >omme de 
tons ces prodaits est identiquement ég&ie k m fois la fonctioD. 

IH»oMtmi«A. Soit Aa:,*Jf*±*....*/=ïff, tlUdes ieriùeS 
de cette fonction; ona, d'après la définition de l'boms|^ 
néilè, a-j-b-i-c — r=m; A étant nji corlEciGol constant, 
et a, b, e, r^es eiposaod entiers positirs, ponfant avoir 
lonlea le* tJHh depuis 8 jus^'à m ; OpCranl ivt ce mo- 
Ddme comme il est énoncé dans le théorème, on a ponr ré- 
sallal fflM ; donc le théorème subsiste pour l'ensemble des 
lerBei, 

Oburvation 1 . Le mftmc théorème subsiste encore po«r 
des Fonctions aigèt»'i(|ue8fraclioiuiairrshumogiRes. En e6el, 
soit F une fonction homogène pnliére de degré m, de n va- 
riables x,, X. x,i etyune fonction entière de degré m', 

F 
dn Blêmes variables i la fonedon fractioniMira - tsl de dt^ 

gré m — ni ; la dérivée par rapport h x,, multipliée par Jr, ; 



• 
de même poar x. 


r <ip 
r 

„ X, etc. 


~i 






, on obtient {m- 


-«.t 


Obitnalim 9, Le rtiêMrèmc s'applique aassi lux ronclloDS 
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T. ProbUmt. Soit X une fooetioo al^dniqoe bomogène 
àeàegrém,4anwtIi^b]eix„x,.....x^■, el toft ebacaoe de 
cet Tsriablei uoe fonctioa linéaire de cette fonne 

4t, b^ ck, étant des oongtimteg donnéet pour chaque Tariable^ 
tA~t~i lea coordoBDâes do point d'da plan -, alon £«0(1) 
eat l'éqaatioD d'âne Ugm de degré m ; troarer l'éqnatioQ de k 



tiDgoiteà cette ligne, menée par le point -;,'^ aitoée a 



SotuHon. Oh a l'Identité 



dx. , _ rfx , _ ds. _ JJ_ 



Représenlonapar X,,S, X, les valeors qne prennent lea « 

dX dX 
d^Tées ^ , ^ an point donné et écrÎTons l'éqna- 

tion 

X;r.+X.jr.+ X^«=0; (3) 

C'est ^'équation cherchée de la tangente. Eo eSet,^,, x,....xw 
étant des fonctions linéaires , cette équation est celle d'nne 
dririle. Si l'on donne anx variables j;,, ^.....l'jr^les valeurs 
qui conTiennent an point donné , l'éqiiation (3) rentre dans 
l'identité (3) i donc la droite passe par le point dwioéj et de 
ce point, passant an point inGoiment voisin , soit sur la 
courbe, soit sur la droite , on a la même équation 

X.dx, + X,dt:.+ X.</:r,= 0; . ' 

donc cette droite est tangente. ^ 

O&NTvolion. M. Placiter donne cette belle démonstration 

dans l'ouvrage cité d-dessus- Kien n'onpécbe ceux qoi 

aiment les limiki de les invoquer. Il est vrai ^'aa dendw 
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inilaDt, k la Ihuite expirante, si ï'aa pent parler ainsi, on 
est en ^D M/fMfflmf p«(ii ; mais on paose par dessns les yeox. 
' rennes. On ■ bien la dtose, mais avec l'avantage de ne pas 
- en prcHKmccr le nom ; aTantBg;e considérable , qni compense 
ceqne la méthode a de long et de pénible. 
TI. ExempU. l°Soi( 

l'équation rendoe homogtoe d'one eoniqne, on a poor éqna- 
tiMt delà tangoile 

V y 

■^t"^ sont les ODOrdonnées dapc^tde contact; en fuiaiBl 

z=: z' = 1 , on a l'équation ordinaire. 

2* Soit pj:,x, -j- qx^,=X=0, l'équation d'aneconiqaej 
p et j des consfanles ; x,, x,, x,, x^ des fonctions linéairas 
4e j;, j', z ; l'équation de la tangente est 

pX,x,-^-pX,x, + çX^r, +^X(Jî, = 0. 

X,, X,, X,,'X,,son( les valeurs que prennent les dérivéet 

''X ''^ . . . j ^ 

^, -j— etc., au pout donne. 

Rimarque. En 1844, M. Fiocll a attiré l'attenlioa des pro- 
fesseurs français sur cette manière de représenter les cour- 
bes par des fonctions de facteurs linéaires , dont M. Plucker 
surtout a tiré de si fécondes conséquences f voir Nùuv. An- 
nala, t. 111, p. 147). Les ouvrages du célèbre professeur 
de Bonn méritent k tons égards les honneurs de la Iradnc- 
tiMt; ntile à la science, mais ne servant pas aux examens, 
qni achèterait celte tradaction? 

7. Protlèm». Mêmes données qu'an problème 5 ; mais l'on 
axfessukx+frfe^ -^ «tï+dlfeu; ât, àt, et , i^sont 
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ies constadteâ; -, —, - dés coordonnées d'an boldt dâitl 
u u a '^ 

l'espace » X =o reprégenlo l'éiiiialioH d'nne nu-race de de* - 

gré j»f quelle eut Tégaatioii du plan langent mené par le , 

point de la snrface; ërhfit botir Cootilonnécs — , , ^ , —,J 

Solution. Li'éqaalîoo (3) do problème 5 représente l'éqna- 
liondo plan langeril. MtoiedéDlotiMralton. 

Obiermiiim, Lorsfbe loslee les qaanliléi X, X,. Xf.Xé 
sont Dalles Eimullanément, l'éqaalioa (3) disparaît j Nestlé 
cas des foint» tinf/uUtr» dont la théorie sera donnée plus loin. 

8, Définition. SoM py-\-qx=\\'éi:^iX\on d'une droite mo- 
MI«ielF(^, f)aEO(l) Une relation de degré m anirepel^) 
la droite est évidemment l'enveloppo d'une ligne plane; 
l'éqnalion (1) est l'èqaalion enveloppe de celle ligne; et 
M. Plucker donne aut variables p, q, le nom de coordonnéa 
tiniaires pour les disiingaer des coordonnées ordinaires) 
qu'il nomme coordonnéet de point { Pnnkt-Cootdinaieh). Ott 
voit que les coordonnées linéaires sont Ips valeurs récipro- 
ques des coordonnées à l'origine de la droite mobile. A 
Ônc même valeur de p répondent m valeurs de q ; donc 
par un même puint passent m tang<nlei ; et la courbe est 
dite de m''^ classe y dénomination inUtiduite par M. Ger- 
gonne. 

9. Théorème, Lorsque l'équation enveloppe est linéaire ^ 
l'enveloppe est on point fixe. 

Démonstration. Soit a/>-!-&Y =1 Téqualion enveloppe de 
la droiie mobile pr-{-qx=t ; il est évident qac celte droite 
passe constamment par le point qui a pour coordonnées a 
elb, car on a ap-\-bq=i . 

Observation. Dans le système usilé, on point est représenté 
par deux équations et une dniilc par une équation; c'est 
le contraire dans la système des ooordoDotes linéaires ■ un* 
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imte au fefn-Mfttee fit dettt éifbhHon», ^i , 9*=^ , et 
OD point ftar due eqaalioii, ap-\~bq=^i, 

10. PtotUma. MétDH dOhbées qu'an jptQblètata 5 ; FAQ i 
XBe=eip-^èi ^ ^ ciif, Dt , 6t, c^l Mnt UdU coâ- 

■ttnlei { £ ^ £ sont les «OAnfonnM tttttofrst àb U itfolM 

mobile ^ y-\- - j^ = 1 ; X s (1) est l'éqaatioQ eDTclo{>p« 
d'une courI)e do m*^ classe ; étant données les coordonnées 
linéaires ^, ^> satisraisant à l'éqnatïtm X^0| tronvw 
ré^oatloa rorregpobdtme <■ point â«x»Hlta«L 
- f ofafwn. L'Aqwtion (S) da prfMème S MpféKAte l^ft^itt* 
, tkn eBTiiof)(is dn point de contact. En effet, cetlë (qtiaflM 
«at Unéairc eapHq\ ello npréMnte 4cnc an t>aiilt (9) ; «t 
OB 4)éaiontr*, tomoK povr le protolème S, <|ae eé point b(m- 
pirtient à dnc droites nobilps InflnimMt voisines. 

OWcTMfwn. L'éqnAlion (S) pentse mettre (nos h forme 
Pp-]-Qf=1 , P et Q étant des fonctionsde ^ et de ^ j 
donc jr=Q -, y='P sont les coordonnées ordinaires da pmnl 

W a' 
de conUct , Éliminant <p , ^ entre eca deNx équations et 

l'équation X=:0, oùp, y, rsoni romplacés par y, j*, r", on 
obtient une équation en j-, ^, qui esicellude l'enToloppe 
CD courdonnées ordinaires. 

XLa tuïh prochainement.) 



QUESTION D'EXAMEN (v. t. VI, p. 327). 

TroOTer la lon^nr d'ane corde divttanl la surface d'oa 
cercle dunné dans un rapport donné j coastralra f 
fWBMail'éqMtioa k l«|uelie oo arrirc 
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Sohaûm. Il BuOt de ritouàn b qoeitiiKi pour un oerde 
d'un nyoQ égal è l'ooité i n étaot l'aire d'on lel cercle, U tV 
gît de IrooTer la corde , retrancbant <u aegaisol d'une aire 
ntK, on meitnn nomtoe donné qu'on peottoajoanmppo- 

HT moindre qœ-; cela posé, toit ^ l'arc chercbé, on «on 

féquaticn 

Il se présente trois moyens de résoodre cette équation 
tnatGaidanle : 

V Par la réglé ds/auiHpanfMn. Oochercbedani la table 
des Taknrs mitriquei des arcs une raleor surpaasant qd peu ' 
SmiT, et m en retranche le sjnns -, on trouvera facilement la 
valeur de •37 â un degré près; puis k une minute prés, ete.( 
QQ devra élndier, pour l'emploi de cette méthode, le cha- 
pitre XXII de l'ItUroductio in ana^fîn. Ce 'chapitre porte 
pour tilro i Solvtio nonnWtoruin probUmatum ad cinalum 
perStuntium ; 

S* Par le retour det liriei. On a 



On résont ce genre d'équations iaûnitésimales par la méthode 
coonne sons le nom de retour des lériet ; ou développe x dans 
Que série infinie , frocédant suivant les puissances de 2mir. 

3* Par «mMrucfion. On conslrj^it la courbe transcendante 
j' = x~ a\ax; il suffit de construire une rinuaoïde sar la 
bissectrice y=x ; la courbe Tormée d'arcs égaux qui se ré- 
pètent indéQoimcDt est reafermée entre cette bissecirice et 
une tangente paralltie à cette bissectrice ; menant i une dis- 
tance 2inic de l'axe des j: une parallèle à cet axe, l'abscisse 
du fùlal d'intersection donne la valeur cherchée de x. 

Obiervatùm. C'est à tort qu'où a mis dans l'énoncé le mot 
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féométriquemtia, car ce mot ne s'appliqœ ordinairemoit 
qtf aax problèmes qa'on peat rendre arec la régie et la 
), oe qoieat impOHible fd. 



m=-} X » IM' . 16'. 37"; corde de cet arc = 1,9385340. 

msa-i xssUr.iOf. 4r'; corde de cet arc =1,8295433 
(Toï.L,V, p. 152). 

SOLUTION DU PROBLÈME 173 (t. IV, p. 455), 

WAB, m. A. VAOHBTTS, 
Lliwnclt il MlencM malhtmailqaM at ptajilquM. 



Une droite de longueur déterminée élant dlTlaée en m 
parties égales par des points ronges , et en n parties ^alei 
par des pdnts noin, trouTer la pins petite dislance entre on 
ptrint noir et no point ronge. 

On suppose nécessairement m et n premiers entre eux ; 
s'ils araîent un pins grand commun divJsenr d, il j aurait 
d coïncidences d'nn point noir avec on point rooge. 

Soit m •< n; cbaqne diTiuon rouge est — de la droite, 
et duqne divitioD noire en est - . Du num^ au nn- 
méro 1 ronge , il y a autant dedivisions noires que d'entien 

m n 
q diTlskins nwres, et entre le q*^ numéro noir et le 

f numéro ronge la distance sera la fraettoo — de la 
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dn^te î «rtre le 8î*~ niiméro wAt et la 3*<^ nnn^ roait, 

la àiaiwtt — i mtre le mg*»* Dnméro noir et le m*^ nn- 

mn ^ 

méro ( flxtrémilé de h droite ) , ta dlstanM — ■ ^- 

é^e i r dirisioDs noires. Comne n et m, r ^\ m loat. 
premiers entre eax ; donc les nombres r, 2r, 3r . . . 
...[nt— l)r divisés par I» doQDeioDt, dm» QQ ordre 

quelconqae, les restes différents 1,S, 3 (m — I}; la [dus 

petile distance entre un point noir et un point roo^ répon- 
dra à celui des nombres r, 2r, (m — \)r, qui, divisé 

par m , donne le reste 1. 

Celte pins petite distance est double , or on peut commen- 
cer |iar l'one ou l'autre des extrémités de la droite. 

Si R=m-f-l, en a le Ternier ; la plus petite distance est 
entre les dcnx premières divisions, noire el rouge. Si 
n=J7if-]-l, la plus petite distance a la même posiliop. 

Pour m= 13 et n=60, on trouve /-=;8; c'est le nombre 
5rou40qni, divisé par 13, donne pour reste 1; la plus petile 
distance est entre le 23^"* numéro noir et le ft'^ ntunâro 
ronge ("). 



NOTE 

nir la lurfaee du triangk iphériqwe et sur Fellipie tphéri^. 

VAB, M. -VAVMMM. prolwieBr (V«miUM). 

1. Oo tronve (tome V, page 17) nit article deM.T«F> 
qnem contenant la proposïlion suivante : Si on joint les 
milieux m,n de deux cAlés d'an triant;le sphérique ABC 
i/ig. i), qu'à partir do peint R , oà l'arc nui rencontre le oAt4 

C) Il4ae qi wW Hii fv U drMBUranoa. 
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opposé, ODprei|iiem=ffiR, qu'on actièTeletriaDglereclaDgle 
IKR, IS, fe^ le - euts. Nom remcrqaeront d'abord 
comme corollatrv qno si pa jaèae on are perpendiculaire an 
milieu de BC, L'arce^ sera la mesure de l'angle R j on aura 
4oM, CB appelant i la avfiiee eu triMVl* MMrtqu i 
. S . 

Ahtal le rintn de la moitié de la surTace d'an trlangla s^ié- 
rique est ^1 au sinus de l'arc qui joint les milieux de deux 
o6(éa, nulUplié par le Bioos de l'arc élevé perpeDdiculaire- 
menl an milieu de la base jusqu'à la rencontre de celui qui 
joint les deux milieux. 

51 daas oeUa formule oo auppote c[W le rayon 6» la ipbére 
4enesntt infini, an conaerTant aux cdiiê du triangle de* lon- 
gneurt laies, oo devra trouver pour limite U surface du 
thaogiU r«etiligiie. Pour parvanir à ce réaulLat, je snp- 
fowqoi S repréienta la longueur d« l'arc 31S., rayon i. 
as 

Le rapport de s an quadrant sera done — ; ceseraeuméow 

lempsle rapport do triangle proposéau trianele trirectangle. 

Or ce dernier triangle a pcnr mesure — , donc la surface du 

triangle d(mné sera représentée par SB' j je désigne ce pro- 

duitparZ; j'aurai donc S=^; je désigne par bel h les 

longnwrs des arcs mn et 7»;. Pour le rayon R, les arciaern- 

b 
blables k ceux-li pour le rayon 1 seront représentés par s 

, et -. Nous aurons dpnc pour une valeur quelconque de R 

l'équation >in ^ = sin ^ sin -g. On ^t la mettre aooi 
la forme suivante ~. 



by Google 



(à) {kï (è)' ■ 



SI miintCBiat OD nqqioH HlnOnl, oonm X»SM» M 
qu'il Cillait troarer. 

II. On peut , en partant du même prindps^ démontrer 
mu la aecoora da calcal cette fmnale que donne Legendre : 

, S V^ ainpgln ( j>— a) si d (p — ^)si q( f— <) 

,"°. 2 ™ ^ a à e 

Scwjcot-coe- 

Poor cela , soit ABC (fig. 9] nn triang'le , 6D ane perpen- 
dtenlaire menée à bob plan par le centre da cotle drcon- 
scrit ; concevons nne sphère s^ant son centre en D , et aoft 
A'B'C la projection centrale da triangle ABC sar cette 
Bphjre , mf,n' les projections des points H el N , milieux de 
AB et de AC ; cberchons le volnme de la pynunide DABC ; 
die éqoiTSnt éridemmenl à quatre fois la pyramide DMNA ; 
or cette dernière a poar mesure le triangle DMN , moltipUé 
par le - d'une pefpendtcnlaire abaissée da point A tor la 
plan DMN ; mais le trian^ 

DA.'cos ^C09 - linAI'^ 



•t la perpendicolaîre abaissée da pmnt H sor le plan 
DMN= DA.^nR =DA.cob ^ sinR ; 



donc T = — r- «X « COI 3 cos - sinmVsmR ; 
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Miia OB connaît one antre expresdon de ce mteie volame , 
htcht : 

-z- Knàpma[p — a)na(p— b)àB{p^i 



S \/ànpiia{p — a)i>a[p — fi)sin(f— c) 



BmHarque. Si on divise cette équation membre à montwe 
par celle qai donne 



ùabùae 
on trouvera 



l/eiaptàalp~a]tàQ(p—b)aia{p—c) , 



Qnandcm foitrssœ, m retnmve b fbrmale 

baUtiK 

Cette dernière formule 

S sin- 8in ImoA 



peut aossi se démontrer par la méthode des projecticms cen- 

tralei. En eflét , si on se reporte k la figure |>récédente , on 

voit qoe k Toinme de la pyramide a encore pour mesore le 

Am. H Mtumtm. VU. 3 
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triangle ABD maltiplU par le - de la haotear dn point C 
ao-dessu dn plan de ce Irianglo. Or le Iriangle 

ABD=^5^ 
et labtatear = ADginMoAi donc 



s déjà 



„ SDA» a b e . S 
V=— -eOB-COSjOM - 8in-t 



Si on appelle A la haDtear da triaDgle tombant lar le cdté c , 
(Ml aura uiiA = -r-ri 



sa 3 



m. Od démoalre dans la géométrie plane que le prodoit 
des IroEs ctAès d'oo triangle c= 4 fbîa sa sarrace par le rayon 
da cercle circonscrit. Nous allons chercher le théorème ana- 
logae dans le Iriangle spbériqoe , à l'aide de la construction 
d-dea«u employé». 

/\ 

LeTOlamedelapTramideDABCestégalà — ^ — ^ mata 

ai on prend DA ponr onité et qu'on désigne par p la dislance 
polaire da cerde circonscrit an triangle A'B'C , on aura 
J)« = aiDp, donc 
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_ AB&.BJnp 
" 3 ' 
mais déjà on a trooTé 

„ 2 a Je . S 



iïè. 



„ a 4 c . S 
2cos - cos :> cos - siD - 



doDcl'Aïaaâon AB.AG.bg =s2.D.ABË, derioitea; i 



tire: 

„ . a . h . e 
21105 MB ^sin j 

\/ i\npi,\a[p—a.)sm{p^b)i\a{p — c) 

a 
On aonh evore pu renq>laGer tin - par 

sin ^sioA 



SCM'CCW - 

■Ion on annil eo 

2rin H^" n tangpstaAcos -; 

si OD fait f"^ « > OD retrouve le thterème : Le {Mtidait de 
deux cMéi d'à* triangle égale le diamètre du cercla circoD- 
aciit, multiplié par la hauteur relalÏTeau 3*cdté. 

IT. PrMème. Connaissant les trois cAtés d'un triangle 
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■pbériqne, troarer les distances polaires des cercles inscrits 
el ex-inscrits. 

Soit 0, fig. 3, le pôle da cercle inscrit, r sa distance po- 
laire, on a dans le triangle rectangle AOC : 

(ang rsin AC. tang - ; 

mais AC est égal kp—a^p désignant le - périmètre et 

A 1 /" gin (p—b)8ia{p — c) 

^^ 2 V siapaia{p—a) ' 



ona Amic 

tang^ 



__ • /sin(/> — b)sia(p — c)gin/? — a) 
V sinp 



6iap 

On troave des formules analognespoor les rayons des cerdea 
ex-inscrils Hr'r^", et par suite , on a la relation 

langr.tangr', tangr"tangr"' = 
= sin^sin(;>— «)Bin(/»— ft)8io(7»— c), 
et tangr: langr':tangr':tangr"':: 

•■ J_ ■ < . « . 1 
" sinj» ' sin(^— a " sin(/»— A) ' sio{p— «)' 

mais OD peut remplacer le produit simplifié 

sinl^j — a)s\a[p — b)im{p — c) 

. . a b ,c . S 

par 4coB - cos' - cos - sin' -; 

on aara donc 

latigp.tangp'.1aDgp".tangp"' =■ 

=s ♦cor - COS - cos - sin -. 
2 2 2 2 

Enfin, OQ par nne des fomales ci-dessos démontrées 
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dooe lanfr.tong/.Ung/- .180^"= . 

Ceat-à-direqae le produit des tangentes des disisnces po- 
laires des cercles inscrits et ex-iascrils est égal an demi- 
prodnit do sinos de la base per le sinus de la haaleor, élevé 
an carré. 

{La fui/« prochainement.) 



THEOREME 

•HT les cercle» oieukUewi dont la coniqua. 

Par tont pcrint d'nne cooiqoe passent quatre cerdes osca- ' 
lalenn; les. quatre points d'oscnlation sont snr une même 
circonférence. (Steioer.) 

1. Lemme. Soient 
Ar'+C*'+E(r+Ex-i-F=Oi A^'-O'-f-D>-l-F:c+F'=0 
les équations des deux coniques i les axes coordonnés étaot 
parallèles aux axes principaux, les points d'intersection des 
denx coniques sont sur une même circooférence. 

Démonstration. Les deux équations donnent celles-ci: 
2C2^+y{D-îi')+x(E—E')-\-F~F'=0, 
2Ar*+j<D+D')-|-a=(E-|-E')-|-F+F'=i=0 ; 
d'oà 

2AÇr'+2ACr'+r [D(A+C)+iy(C— A)] + 
+^[E(A-|-C}+E'(G-A')]-|-F{A+C)+F(C-A)=0, 
éqnalioa d'nn cercle. 
Obierva^on. Si G=0, le cercle derient une droite. 
Observation. Le lemme renferme cet éotmcé géométrique: 
lonqa'iinc hyperbole et une ellipse ont leurs axes princi- 
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pan parallèles , les points d'inlersection sont sur nne mtaM 
circonférence. 

II. 8ol( Ay+Cx'+pr+Ejr^Ol'éqsation d'otie conique, 
Icf axes coordonnés psrallèltu aux axes pHncfptut; et soient 
si, y* les coordonnées d'an point d'osculaltoQ d'no cercle qal 
passe par l'origine ; la droite i|ui passe par le point et l'oTi- 
gine a pour équation ^^'^f^', et la tangente en ce point 
a poar équation 

^(2Ay4-D) + x(2Cy+E) + Dy4-Ex'+ 2F = i 
ces deux droites sont également Inclinées sur les axes prln- 
cîpanx ; donc 

|^±^ = ^î d'où 2V-2C^' + V-E^==0i . 

et l'on a anssi 

donc, d'après le lemmej les quatre points d'intersection sont 
snr une même circonrérence. Tm. 



EXPRESSION 

àe cA<9ue racin« des dfuafûmi du 2^^, 3'"* et 4""* ^%ri <n 

/imc^on lyntArtgue de totifes Ut roctMt. 

VAS M. 0.-«.^. «AOOBI. 

(Cralle.t. Xni, p. SU. isis, en latin.) 



La résolution algébrique des éqnatiomi exige que chaque 
racine (*) paisse être exprimée en fonction symétrique de 
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toatM les radnea^ On sait que cela eat possible pour les 
éqiuiioos da S*»*, S'^^* et 4*"* degré; mais coitime cei 
foDctions syméiriiines ne sont pas iadiquécs dans les ouvrages 
AléfficnUires, je vais les exposer briâTement. 

Réiolutim de» équatiutu du 2^^ degré. 
Les radMl étant atlb, cbacnoe est exprimée par la tat- 
BDle 

Riioliitim dt$ équùiwtu ^u i*^ dtgré. 
Les trtda nclncs étabt a, b, «, posons > 

a et >' sont IM raeimi cubiques imsglBaireB de l'unité ; d'uà 
l'on tire 

a 5—'' = 3 ' ' 3 ' 

CUMU 

d'où 

ii"f»"3 (u'+ii")(ii'+.i.') (»'+.■■■•) 
'" 3 "^ 11 

,y- l/ï— U"' (k'— U")(J('— »!»")(«'— a'!»") 
Vw j— = 5 , 

' remplafaot u* et u" par leurs Taleora, il vient 

(2/T— 6-0 m—e~a) I2c~a—b) 

"= ■ 5 — 

V^ - ^}:^ [a~b] (a-c) {b-c) ^ 
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H, u', Mf KNit donc expriniés en ToDclkin Bymétriqœ det 
ndnes, etpar coiuéqa«it bomI les ridiieaâ, b, c (*}. 
On* 

«V'= û'+f + c" — ai — ac— 6e = 

{^by+(a-c)'+[b^c)- ^^, ^^ji^ 

melttnt k la plice de c et de w les valears Ironvées , oo olb- 
UentDDe identité remarquable. 

RiMolution dei équatùma du 4^*** dg^ré. 
Soient a, b,c,d]ea quatre radnes. 
Potons 

a-^b^+d^u] a-\^—e~d=:iii a-t+c-J=i uf' ; 

a — b — e + d=a"'; 
d'où 

. _ U+l«'+lf"-|-l«'" B+l*'— rf»— tl»" 



U — u'+tt" — l/" 

C=- ! 



♦ ' 4 ■ 

Dans les formnlcs relalives à la résointion des équations do 
3*M« degré, reoiplaçons a, b, c respectivement par u", u"*, 
u"", on obtient 
ât^Cïa"— «"•— H™') (îu'"— «'""—«'•) (2u'"'-u''— II"') 

2l/w = 3|/^ («'■—«"•) {a"—»'"') (!*"■— ii""j ; 
or, 

m"— «"'=(^+u") (m'— B'') = 4(a-rf) (A— c) 
li" — «"" =(!*'-)-«"')(«' — u"') = i(a—c) (b—d^ 
„'■•_„'■'. = (1/+,^") („'_„"') = 4(o_i) (c-d) ; 

eoiDJtfl 

2ii"— «"•-.u"" = 8(<ift+crf)— 4(<ic+**/}— 4M-I-**:) 
Su'"— «""— u" = 9[ac-\-bd)—i(ad-^bc)-~*lab^di 
Su""— II"— «"■ = 8M+frc)-4(flt-h«')— *('«+**') î 
(*) Km* nwrimoM K MrdoppMncni , qu ohacm.pMl loir*. 
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pOMMIf de plos 

*=«"+ 11"* +«"'■, 

h risolotion ci-dessm des équations dn 3^^ degré donne 



^=u\/'^ 



/- 1 


%+y/Z.-[V i^V^ 


3 


/ 


K^\/s;+.'|/p- 


-vu 


3 


■+« 


.^'.+^/:;+,|/.. 


-l/S 



+\ 

et de Ill£ine4&, 4c, id. 
Or 

< = (<^_4)'+(a_c)-+ (»_i)-+(i--c)-+ {b-dj-+[c-<t,- 
v = ii\^[ab-\-cd)—[ac\-bd)—[ad+bc)'\ 
\,H/u-\-bd)—[3d+bc)—iab+ed)] 
[%<ul+bcy—{flc+bd)-l,ad+bi!l 
w= — 3[96(a— é) («— c) (a— <i] (6— c) (6— rf) (c— d)]' i 
u, j, w étant ikHic dei fonctions symétriques des racines , on 
satisfait à la qoeslion. On a 



B [(a-i)' (l^ri)" + (•■- «!■ i»-"*)' -I- (<■-"*)• (t-e)' ] 

C,;,l,ZDdbyC00g[e 
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Ces expressions étant symétHqiKa par rai^M>r( aax racines , 
on Toil que deai racines eubiquei pcarcnt s'esprioier l'une 
pnr l'autre, el des trohncine$quttdratiquei, qu«noasaTons 
désignées par u*, u", u"', aoe peut su détcrininiT par les 
deux antres. A l'aid» do celle observation, oo voil comment 
celle grande ambiguïté de radicaux ne représente pourtant 
qae qnain quantités diverses. 

Considérations gén&altt. 

Si nom examinoni adenllvemcnl la coinpoailion des ex- 
ivsssions qoi représentent les quatre racines, nous voyons 
qu'il Tant d'abord extraire la racine carrée d'une fonction 
symétrique des racines (1-^), et extraire la radnecublqne 
de c!lle-cl, jointe knne autre fonction symétrique (c), et en- 
suite réunir celle-ci h une semblable racine cubique ; ajouter 
& ce résultat une troisième fonction symétrique («), et ex- 
traire la racine carrée du loal ; formanl trois semblables ra- 
cines quadratiques et les réunissant & une quatrième fonction 
symétrique u, on obtient les quatre racinea. Coa extraclhuis 
de racines ne peuvent être qu'indiquées si les quantlléasous 
les radicaux sont exprimées en coeGKients de l'équation dn 
quatrième degré^ k laquelle ces racines appartiennent g mais 
si les quantités tous les radicaux sont exhibées en fonction 
de racines elles-mêmes, comme nous avons fait, alors nous 
Toyons qne les extractions deviennent possibles, et amènent 
successivement k diverses fonctions nou symétriques des 
racines jusqu'à ce qu'on parvienne à cbaqne racine en par^ 
ticnlier. 

On voit que dans ces questions il faut commencer par 
cherchir des fonctions non symétriques , lesquelles, élevées 
à certaines putssancrs, deviennent symétriques j car on ne 
pcDt pas autrement parreoir * 4a fonstioas non syméiri- 
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qnes, par des exlraclions de racines opérées sur dos fonclîoni 
tffœétriqocs. Mais il n'y a d'aulros funclions de ce genre que 
le produit formé des difTérenccs. des racines, cl (ol qu'en 
permalant les racines on obtient deoz valears de signes op- 
posés, et le carré de ce produit donne alors une fonction sj- 
mélriqoe. Ainsi dans les solnlions prérédcates le dernier ra- 
dical doit snrmonlrr et surmonle en elTet un carré i donc ce 
radical doit Atre quadratique; c'est ce qui résulte aussi de la 
considéraliOD suirante. 

Supposons les coelficienls de t'éqoation fonclIonB d'une 
qnanlité (, et st^t x la racine; l'éqnation peut s'écrire 

F(jr, f)=0 ; d'où -j- 3r*.*JJ. . gi l'équation a deoz n- 

dnes égales, et que nous les prenions pour x, ^devient in- 
fini. Si donc X peut s'exprimer en ' à l'aide de radicaux , 
l'expression doit Atre ainsi formée que la diSérentiatioo 
amène un dénominateur qui l'évanoaisse tontes les fois que 
deux racines deviennent égales, ce qui n'est autrement pos- 
sible que lorsqne ce dénominateur est formé du carré dn pro- 
duit des différences de tontes les racines de l'équation. Ainsi 
le carré doit se trouver, dans ces expressions , seul loui U 
radical, sans être joint par addition A d'autres quantités; en 
d'autres termes, il doit être le radical ultime , ainsi que nous 
l'avons TQ dans la réaolation algébrique des équations du 
ï^, 3*" et 4'" d«^é. 

On a sooTeot fait l'obserTalion que si on donne la réicAntioB 
■IgAriqao d'une équation du n'*" degré, incone relatioa 
n'existant entre les racines, l'expression desradnes doit impli* 
quer nécessairement tant de radicaux qu'elles puissent conre- 
niraussi aux solutions deséqnations de degré inférieur; de U 
ou est facilement pwlé à conjecturer que le nombre des di- 
meodoos anqud monte l'expression renfcrmàe sous le radical 
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ultime (w), ne peut être moindre que le plos petit moltiple 
des nombres 3, 3, A...n; poar n=î, 3, 4, ce plos petit mol- 
tiple est 2, 6, 10, et c'est aussi dans ces cas, le nombre des 
dimensions da carré du produit des différences des racines 
qo'on trouve sous le radical ultime; mais pour n=S, le 
moindre multiple est 60, pendant que le nombre des dimes- 
siMis du carré est seulement de 20 et monte en général aa 
nombre n{n — 1 ) ; cet accord manque aussi pour des nombres 
sapà^enrs à S. 



DEMONSTRATION 

(f un Morême de M. Gauu lur It pmUagoM 
(Question 162, VI, p. 276). 

VAS M. VAm WiKBWr. 



Théorème I. ABCDE étant un penls^ne plan quelconque, 
représentons par a. S, y, 3, i les aires des tnangles ABC, 
BCD, CDE, DEA, EAB, et par S la surface du penta^ne, 
00 aura: 

S*-SU-i-6+7-|-J-f-.)+«5-|-e7+7i+A+H=0. CD 

Dimotulration. Nous nous appuierons sur le Ibéorëme 
connu de Fontaine sur le quadrilatère (VI, 71). Gonsidéroos 
en eCfet le quadrilatère BCDË et le point A sur son plan, on 
aura, d'après le théorème cité i 

• . AGU-l-ads ABD. AGE. (A) 

Or l'on a : 

ACD =S— («+«}; ABD=S— (6+ J); AGE=S —(«+7) i 
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remplaçant dans (A), l'oa aura : 

, [S-«-3] + rf=[S-(6+J)] [S-{-+y)], 
d'où: 

OU simpliflaDt : 

s'-s{H-s+T+*+»)+>e+6rl-7H-*+*«=o- cq.r.d. 

Théorime II. ABGDB étant an pentagone plan , si l'on 
appelle J, C, 7', J*, ■', les sarfaces des quadrilatères ABGD, 
BCDE , GDEA , DEAB , EABG , et S la surface du penl^one, 
on aura encore : 

s-_s(,'-|-s'-H'+f+/)+a'e'+e'7'-h'y+J'.'+.v=o. (3) 

Démontiration. On le démontre facilement en remplaçant , 
dans la relation (1), chacuoe des quantités a, 6, 7, if, f par 
la dUfêrence entre S surface da pentagone et l'ane des aires 
a\ C, 7', y, 1' Gosrenablement choisie ; ce qoï donne ane re- 
lalioD entre S et a , «', 7', f , * 'qui , simpIiBée, est précisément 
la relation (S). 

Remarque. Si le pentagoae devient quadrilatère AACD , 
en nommant a, e, 7 les aires des triai^es âBC, BCD, GDA, 
. et S la surface du quadrilatère , la relation (1 ] est rem|dacée 
ptr celle-ci : 

(3) s*-S(a+e+7)+«e+«7=o, 

r«lalion qne l'on peut d'ailleurs vérifier directemral en ré- 
solvant la relation (3) par rapport à S. 
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NOTB 

ntr le déoeloppemmt iet'en iérie. 



1* Le déTeloppemenl de l'expression (1+*)* se met hos 
la forme : 

(„...(,+„-;=,+i+(i+5)+(i+i)(i-l)+ 



^ la qnanlilé a devieat iDÛniment petite, il wra o 
de i»viiTer rigoureusement qu'on peut la négliger dant le 
tecond membre , parce que les factaurs binÔDios dereoant en 
nombre in&ni , leur produit pourrail doauer pour ooefficienta 
de a des quaniilës aaw grandes pour compenser la petiteue do 
ce facteur ; d'où il résulterait que la série da second membre, 
qni a évidemment pour limite supérieure 

vaudrait moiui qne celte quantité. Pour lever cette dittcollé, 
on peut faire usage d'un procédé apidicaUe h d'antres cai, 
et qui est fondé sur le lemme suivant. 

Ltmme, 1* Si on multiplie entre eux deux polynémea 
a — ta + ti'— .,., a' — 6'a +c'«* — ..., ordonnés par rap- 
port aux puissances ascendantes de a , et dont les tcnnes sont 
alternativement positifs on négatifs, on obtiendra un produit 
o"— &"«4-^'<'' — •■■ de même forme. Si de plus on ang- 
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m«l^tMluebaiig«rl«nntigDN,lHcoefficieiti«, &,«, ,.« 
t^,tf^c\ ..., toiu les torawi do produit mvienl aDgmentést 
enfin si on réanissait dans ane même somme plusieurs pro- 
daîls semblables an précédent, cette somme de la forme 
A — Ba^Gi* ... asrait des cocfficienis d'autant plus grands 
qne cens des dlrirs produits seraient plus ^ands. 

S" Si les termes d'one safle <z — bx-^ca! — ... iodéfinia 
peuvent dereoir anssi pelits qne l'on Tondra , en multipliant 
oetiA ralte par an poljnome a' — 6'i>~|-c'a'...dbVii*~' 
d'uB Bombre fini de termes , on obtiendra un {wodtiit 
•^ — b"i -{■€!'>?,.. dont diaque terme pourra devenir ansii 
petit qne l'on voudra. Cela tient à ce que m quantité infini- 
ment petites ,■,*', •" mallipliées par des quantités finies on 
ioBaiment petites,/*, ;, r^t ... donnent one somme 

anssi petite qne l'on vent. 
Gela posé, les termesdu second membre de U saile (1) a|vès 

les deux premiers , sont moindres que (ô'"]' (â — "] > 
|-— aj , etc...} leur somme ton pour limite sapétienre : 

= ï-f8-»(3a) + S(S«)*— 3(3«)'+...î 
Sa ponrant devenir très-petit , les termes successifs de celte 
suite peuvent devenir aussi bibles qu'on voudra, et être dé- 
croissants. Mais la suite (t) étant composée de produits tout 
i bit analognes à ccnx que dMinent les divers termes de la 
ivogression , les termes en a , s' ... de cette suite sont limités 
par— 3(3a), 3(3a)* ... qui penvenl devenir aussi petits que 
l'on TOddn et dont la somme algâu-ique sera ausd nulle , 
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pidaqQ'cUe forme une série décroissaote et alternée de signe* ; 
d'oàrésolteqnedanslecasdetiiaflniDieDtpetUjOn tnmre: 



On anraït obtenu ane limite supérieure bien {Ans rappro- 
chée da second membre del'éqaatfon (1) et de ses termes 
saccessib, en remarquant que les binômes entre parenthèses 

sont Knis limités par (-4-J— a)) tétant noe quanlité finie 
très-pelite; d'oà il résulterait que ce second membre et cha- 
cna de ses termes auraient pour limites le développemeot 

La série 

{i-)'+a-")'(5-f)+ 
+(HG-ï)'(i-ïy+- <») 

serait limitée poor son ensemble et ses termes par la somme 
et les termes de la |nt>gressioB 



(!+'-.)'+ (i+J-.)"% 



Mais cette progression est une partie de la progression dont 
le premier terme et la raison sont ( - + ^ — ") • i'"'^ <1 ^^ 
mile que les termes de cette dernière servent de limite à cettx 
de la suite {2], qui se réduit pour t infiniment petit à 

2* Considérons l'expression 

i'+-'-='+'+<î-i)+<|-«)(f-î)' 
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MI^KMOiis U SDÎte prolongée jusqu'à un terme tel qae x soit 
]diu petit que m , la suite à partir de m + 1 terme aura pour 
«qwessiCMi: 

KH)(f-ï)-(I-^) 

eo augmentant d'une quantité finie très-petite J, on 

fmnera une progression qui aura pour premier terme et 
pour nisoq + i — « , et qui limitera 

donc pour 3 infiniment petit , tous les termes en a , a', ... 
seront aussi faibles qu'on rondra ; le produit de celte suite 

par le poljnônw *(|-^) - (~-^^V^) <•'«■» 
fini de termes, ne produira que des termes eo « négligeables ; 
comme d'ailleurs on peut négliger cette quantité dans les m 
premiers termes qui n'ont qu'un nombre limité de facteurs , 

1 ^t.2^ 1.2.3^ 
M. Uonville avait déjà démontré rigourrasemeut, dans le 

JinmuU de mathématiquet , t.V, p. S80, que (t-f-')" = e 
lorsque » est infiniment petit. Le procédé qu'il emploie est 
auiri sim|de que possible. Lesconudàitions précédentes, qnl 
n'exigent qoe la formation de progressBMA géoméiriqnes , 
peuTent s'apfdiquw à d'antres cas. 



Ahh. •■ lUnU. VIL o 
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THEOREME DE STATIQUE. 



Pourvu» gwOrs força, P, Q, S, T, tiluéei au mm $itiién 
dana un mime ptan, mot* non appliquées en un mim« point, 
H faaunt iquilAre, il faut et il suffit ■■ 

t" Qua dtux de cet foreet , par exemple tet force» P et Q, 
(flg. 4) «oîmf reprétenlia en grandeur et en direction par lei 
deux ediii oppetét AB, CD d'un quadrilatère; 

3* Que lu deux autres forces, SetT, soient représentées par 
des droites respectivement égales et parallèles aux deux «(• 
très côtés AD, BC de m quadrilatère { 

V Que les directions de ces deux demiént fartes rtncotUr t Ht 
les côtés W, AD endespointt E, F, fe/i fuc Ton otf 

BE_^ 

CE~AF' 

4° Enfin que les forées f et Q agissent en sens contraires y et 
qu'il en SMt de même pour les forces S, T. 

Pour démontrer ce théorème , snpposoDS d'abord qa'avec 
iMdeai droite* AB,GD, qui reprétenleot en grawlenr et 
«I iirectioii deos forces dcmsées P, Q, agJMaal ta mi» 
conlrnireit ob oonstroiie an qaadrilalère ABCD. Je dit 
qoe *{, en od point qDekODqae £ , da cdié BG, on ai^fqae 
une force S, rrpréseDlée cd grandeur et «e direction par la 
droite EH, égale et parallèle k AD, les trois forces P, Q, S 
•nnml nae résnltanle nnique. 
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AppIiqnoDf MU points B, G, deax forces Sf, Sf, parallâes 
h S, et tdles que l'on ait 

elles poaiTont lenirlfendela forceS. 

Les deux forces P et S', appliquées en B, auront qqb rë- 
SDllante unique R', située dans le plan DAB, et dont la di- 
rection lencontrera AU en UD point F, déln-miuépar U 

proportion tb = s ' ^*""'' * "^""^ ^ Aa=P, l'on aura 
AF = S'. 

Ds la mAme manière, la résultante R" des deux Torces Q 

et S" rencontre AD en no point F', déterminé par la relation 

DF' = S". 

Oaconclnt, de ces deux valeurs, AF-j-DF=S=AD ; c'est- 
à-^re que les points F et F se confondent, et que les forces 
R', R" ont une résultante R, dont la direction rencontre 
AD en nn point F, qui divise cette droite AD en deux par- 
ties AF, DF, inversement proporiionnelles à BE, CE. 

Ponr obtenir la grandeur et la direction <le R, il suffit 
d'observer iine les forces R', R", étant rcprcjcnlées en gran- 
deur et en direction par les droites FB, FC, leur résultante 
R sera représentée par une droite ^ale et parallèle à BG. 
Celte fwcu R , résultante des furccs P, Q, S, est donc égale 
et directement opposée à la fra-ce T ; donc les quatre forces 
P, Q, S, T se fout équilibre, la condition énoncée est donc 



Afin de faire voir que cette condition est nécessaire, sop- 
posons qu'étant donné un quadrilatère ABGD Ifig. 5), dam 
lequel les deux cMés AB, CD représentent en grandeur et 
ai direction ^onx forces données P, Q, dn applique une 
force S, égale et parallèle i celte qui serait représentée par 



by Google 



— 36 — 
AD, mais de manière qae la direction de cette force S ne 
rcncontropas le cAlé BC. Je dis que Ici forces P, Q, S auponr- 
ronl pas se réduire k aoe force nniqae. 

Menons une droite GH, qui renconlre en G, H, £ tes di- 
rections dea forces Q, P, S j projetons la Ggace sur le plan 
B^D, à l'aide des droites parallèles à AD; la direction de la 
force S renconlre G'H en un point E' non silné sur BC. 

Gela posé, si nous reprenons les décompositions de tont h 
l'heare, nous obtiendrons : 

Si les points F et F' se confondaient, on trouverait, en ajou- 
tant CCS deux, valeurs : 

Mais, K' étant le point de rencontre de G'H arec BG, on ■ : 

GH_:^.G* + ^.K'Hi 

retranchant men^re k membre, oo obtient : 

= ^.KK.-!f™., 



AH Dg 
AB ~ DC" 

Or, celle proposition est absurde tantquc les droites BG, HG' 
se coupent. El si elles élaienl parallèles, on démonlrerait 
encore plus facilemont que noua ne Tenons de le faire, que 
les forces P, Q, S n'ont pas de résnllante unique. 
Le théorème est donc démontré. 

(/am IM«.) 
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RESOLUTION EN «OMBRES ENTIERS 

d» l'équation x* + y' = z* + V- 



Un factenr carrât conunun à trois des termes ^< y', 
z*, f de l'éqoalioQ 

-^+r' =«' + '*, {a) 

doit disparaître par la diTision; cela fait, on reconoalt de 
mite que des quatre nombres x, y y x,t,iljeaé deux pairs, 
qoand ils ne sont pas tons impairs j on pourra donc poser , 
o, j, r, f étaot des nombres entiers positifs ou négatifs : 

x+y~{-z-\rt=3p I 1 •2j:=p + q-\-r~t 

x—y-\-z — t = 2r I • i 2z=p—q + r+w 

— x+^-fi — (=2t I • f il =:p — q~~r~t 

La BDbalitaUoa dans réqnation (a) donne 

pq = n; 

deU> 



,P1 



Comme * doit être entier , si R est le plos grand commun 
dirisear iep et r, et qu'on ail^:=:PR, r=Rp, il enrésnl- 

tera * ^ -^j et conimeP,psontprGm]eraenlreeax,iiran- 

P 
dra poser q = Qp, d'où s = PQ. 

Ainsi ou aura , en snbstiloant 'pour p, q, r, r, leurs Ta- 
korsPR, Qo.Rp, PQ: 

I L, ,z,;i.,C00g[c 



— 38 — 
ar=P(R— Q)+f{R+Q), ^=P(R-|-Q}-p(R-Q) 
2^ = P(R-Q)-p(R+Q), 2z = P[R+Q) + pCR-Q)- 

Oq (ire de là 

2(x'+^') = (P'-|-P*)(Q'+R-). 

Poar que le second membre suit divisible par 2, il faut que 
dans an au moins des facteurs bitiômos P'+p'i Q'+ R', le» 
deux termes soient tous deux piiîrs ou tous deux impairs. Si 
le binâme P'-j-p' remplit celte condition, en vertu de 

il viendra 

i-+y = (Q,'+E,-)(Q-+R1. 

Ainsi a7'~|-^=> e'4-'* =: A. est un nombre composé. ' 
Si cependant on avait R, = 0, Q,= l, ce qui snppose 
P=p = i, on n'aurait plus que 

qui peut être premier , mais alors 

j: = R, j'=Q, i=5H, 1=— Qi 

on n'a plus réellemeat qu'âne ^nle décomposition de A en 
deaz carrés. 

Théorème. Tout nimlu'e A qni peut être mis de deux ma- 
nières sous la Terme y^-|~f* est nécessairement non [wc- 
mier. 

Remarque. Tout nombre qui ne peut être mis qu'une seule 
fols sous la forme /'-|-^'cst premier. La démonstration pré- 
sente pins de dilBcullé. 

Problème. Résoudre l'équation j:'4-^' = »'- 

Onferai = 0} delà, P(R-Q) = p(P+Q) . l'éliminaUoo 
de p coodoil i la solution 

(R-Q*)' + (2QR)'=(R'+QT 
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Il loffil d'omellre an hctear comman atix nombres x, y, t, 

ProbUme. Résoudre x' +y = 2z' ? 

llfaut poser solide ta, Rp+PQ = 0| en éliminanlp 
et OfDeltsnt un facteur commun , on Iroare 

« = R»-2QR-0', 
^ = R'-f.2QR_Q», 
a=R'+Q'. 

Problème. R(^soodre jr'4-^' = 2(z'-|-(*). 
Comme x ely doivent étn toaa deux pairs ou Ions deux 
■mpain , on aura 

Oo est ramené au premier problème. 
ProbUme. Résoudre l' équation a:' -\-y'-\-z' =j' en 
nombres entiers. 



DISCUSSION 
iunttwrfaee du 4'"* degré, donnant une valeur approehée du 
radical V'x'+y, d'après M. Poncelet (Crelle , t. XIII, 
p. 377. tS35, en français). 

I. S(»t {*+*)' (-t*+y }— (ax-Kr)'i=0 l'équation d'ana 
Borface du quatrième degré- 

V Fajsantor: 
SOT la sarfacc ; 

3* TooL plan parallèle an plan xy rencontre la surface 
suivant deux droites, qui se coupent sor l'axe des z ; donc 
la surface est engendrée par une droite qui se meol suivant 
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noe certaine Id le long de l'axe des z, parallèlement au 
plan^; 



»-o,. g= °^"+''v;;r+;'-"+"- =i..g,. 

Ainsi , à ane même râleur de z i^poodent deux Tsleun 
de 7, qui donnent deux droites «Hijn^ëes. Les deux ae ré- 

ooisient en une seule, lor8qaez=—l ; alors tajigr = — r; 



et lorsque za> — l^l/a'-t-i', alors tang f' = -; prises posîti- 
vemeot.ces deux dernières «alenrs de z sont des maximums ; 
4* On a »=— l±(ao(ïs?+é8in?); lorsque t = 0, 
s'^ — \-±.a; si l'on veut que s et z' soient conjugués, l'on 
dtritposw 

., . fr 1— cos» , 1 

acosf + psin»=a, dou- = — ■ l^col-» 

^ ^ ^ a slHf a 

aiaBilanKf'<laDg<p; <p'<t; 

5* ael & diminoanl, z' etz' augmentent négalirement , el 

par conséquent diminuent étant pris positiremeni, la plus 

grande diminution ayant lieu lorsque ces Talears atteignent 

le maximum Z ; on doit donc poser 

i — 0=1 — acosf — frsiof ^ — 1 -|-|/a'+A'; 

ondédnit 

2Btn-T ''««5^ 



l+sIn-T 1+sin-T 

raisant7+|=S;, ilTienl 

<i=l— tang'j + i ts^aiang^^-i 1— as=lang* r ^i. 
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Applieatiottt numiriqutt. 

f Soit à extraire la racine carrée de x'-\-y ; sopposous 
qu'elle- soit égale à ax + by ; l'errear totale sera 
ax-^by- 



on chercbe les Talears de a et b, qai donnent h s ane va- 
lenr mïmmnm dans rioterralle de okf, faisantpar exemple 
f=l*, on obtient a=£=0,8284; 1 — a=0,l716;on adooc, 

à nwins d'un 0,1716 ou - près, Vj^'+y =0,83 (^+J') > 

et X et ^ étant quelconques, Taisant saccessirement 

langy=:0, 1, 2, 3, 4 tO, 

on obtient pour le radical \/x'-\-y*, d'une manière ap- 
pDcbée. 

— 0,8284 (x-f-j) à - près j et r quelconques. 

Erreurs. 

1 — 0,96046x + 0,39783^ ~ x> y 

2 — 0,98592x + 0,23270j- — x> ^ 

3 — 0,993504: + 0,16123^' — t^ ~ x> a.y 

4 — 0,99625j: + 0,1226<b- ^ x^ Ky 

5 — 0,»9757x + 0,0987^ _ JL _ jr> ^ 
^■> V 

7 — 0,9987S« + 0,0709^ — ^ — a:> ^fy 
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8 — 0,99905* + 0,0622Q>- — ^ — ^> 8^ 

9 — 0,99930j: + 0,05535^' — ~ — je> ^y 

tO — 0,99935j: + 0,0*984^- — ^-^ — x>iliy 

Ce tablrao , qnc nous avons copié dans le mémoire de 
M. PoDcclet, esl exlrâmement utile dans la pratiqae. 
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Leçons de OËOMATRIE KTHI.TrTtQCt , PB&CtDÈEg des eLÉHEDTS DB 
UTHIGONUHfcTniEJlECTILIGNE ET irBtRlQVK, par P . L CiBOUDB, 

profeaeur de mathimatiques au eoltége royal de Henri If, 

2° édition, 1848, iii-8°, 111, 540, 9 pi. (L. Hachette et G»}. 

La première édition de cetonvragede M. Ciroddeeslcon- 
nne do la majorité de nos lecteurs. II n'y aurait donc aucun 
intérêt à rendre compte de celte seconde, si dcsmodiBcalions 
nombreuses n'avaient été apportées par l'anteur dans l'ordre 
des matières, et s'il n'avait été fait dans certaines parties des 
changements utiles. ' 

Dans l'a vert issemeat placé en télé de cette seconde édi- 
tion, M. Ciroddc expliqae pour quelles raisons il a modifié 
son premier plan. Ces raisons sont bonnes à enregistrer pour 
servir à l'histoire des examens d'admission k l'école Poly- 
technique. Les réflexions que font naiire de semblables faits 
noos entraîneraient bien loin , el nous drmanderons bieniftt 
anx habiles rédacteurs des Nituvelles Annale» de malhémo' 
tiquei la permission de déTelof^er quel^ui considéralions 
h ce sujet 
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M- Cirodde s'exprime ainsi i 

■ A l'époque où je pabliai la première édition do mn 

• le(Ons de géométrù analytique , In qnestions de l'examen 

■ pour l'admisaion à l'école PolytcdiDique tnieot prit one 

• extension dénesnrée. Ainsi on iolerrognit les randldats 

> DODHeulcmenl aur les m^ihodes Ae» tangmUt, des atymp- 
t lotea , des centres et des diamètra , mnf ■ enenv mr la dé- 

■ Imninalion des poinU maximum et minimum , dm pomts 

■ ^inflexion, fvr la dtieumon dei antrhu d'ordre quelconque, 

■ tur Imr $imilitudt, etc., etc. Celait donc la géométrie gé- 

■ niraU qoe le* profcssenn avalent à enseigner h leurs 

■ élèves ) de sorte qae l'élude des propriétés des courbes da 

> lecoad ordre devait se déduire , comme simple application 

• des Uiéoriet dont nous venons de parler. Tel élail l'ordre 

> tracé par les exigences des eiumens , et que j'avais dA 

■ KiiTre , d'abord dans mes cours pendant les années sco- 

> laires 183», 1639, (840, 1841, 18(2,1843, et ensoKedans 

• la rédaetioo de mon livre. 

■ Depois lors le uercle de l'examen a été réiréci, ou plntdt 

■ est rentré dans ses premières limites. En conséquence, 

■ sans vouloir supprimer nocane des théories qui Toot de mon 

> livre un trcàtécompM degiomitrit analytique, j'ai cm de- 

> voir modiCer dans colle seconde édition le plan que j'avais 

■ loivi dans la première. • 

Celle seconde édition nous semble oBrlr de nombreux 
avanlagefl snr la précédente ponr les élèves qui commencent 
àétodier la géométrie analytique, précisément i cause de 
l'ordre qui est suivi maintenani par M. Cirodde. 

Ainsi les dilGcnllés sont graduées , le s[;le est clair ; quel- 
ques aperçus historiques donnent de l'intérél au discours, 
et tartoat une grande quantité d'exercices utiles sont offerts 
au lecieur. Gepeadanl use remarque à ce sujel sera faite à la 
la 4e cet article. 
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Ce traité est d'aillean comidet, ea ce qae ri«n de ce qni 
est demandé aox candidats n'est omis. Noos citeroos la théo- 
rie de la ligne droite, la théorie des IranaTenales , et tentes 
les monographies des courbes da second ordre ; les théories 
des tangentes, des asymptotes sont présentées avec tons les 
déreloppemenls désirables et toate la concision nécessaire 
dans un onvrage didactique. 

Sons ce rapport, noos félicitons raolear sar les diange- 
ments qae présente cette nooTcIle édition. 

Nous croyons néanmoins qn'il y aura encore qnelqaes coa- 
pnresà faire dans la prochaine édition. — Autant qae nous 
pouvons le voir par ses ouvrages, M. Gîrodde n'aime pas les 
nota, appertdKe$, additions rejetées k la'Ûn d'un volame; 
cela noos semble cepeudant indispensable, sorlont dans on 
ouvrage destiné à être mis entre les mains des élèves. 

Nous offrirons on modèle à M. Cirodde , qoi ne le trou- 
vera point mauvais. — Nous pensons qu'il peut faire pour 
toutes ses pnblicalions ce qu'il a fait lui-même pour son 
arithmétique: une exposition rapide, condse, et pourtant 
complète, de ce qni est théorie ; puis les applications de toutes 
ces théories à part ; enfin dçs additions sur ce qui peut être 
ntile, sans être indispensable. Que M. Cirodde s'imite loi- 
mémc à une prochaine édition. 

Ainsi , un grand nombre de propriétés dos trois courbes du 
second ordre auraient pu être conso-vées , mais rejetées en 
noie à la fin du volume. Nous savons bien que les élèves de- 
mandent ces développements , mais il est bon de ne pas cé- 
der il ces entraînements. La géométrie analytique est une 
sdence fort simple dans ses principes ; c'est là ce que les 
élèves doivent comprendre k une première lecture. 

Teb qu'ils sont, tous les ouvrages de M. Cirodde sont 
indispensables aux professeurs et aux élèves; mais nous peiw 
sons que M. Cirodde peut les amélitver encore ; c'est ainsi 
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qae les ODvnges, qai, àrexceptioa de la statique, formeol 
an cours complet de mathémalïqaes snpérienrcs (pour par- 
ler saivant les dernières ordoonances miDïalérielles) , c'est 
ainsi , disons-noas qae ses ooTragcs aaront le succès de son 
arithmétique , parvcnne à la huitième édition , et qai est 
entre les oiains de lous les caodidals. A. Bl. 



QUESTIONS. 



175. La courbe, lien géométrique des sommets de toutes 
les paraboles tangentes à un cercle donné, et ayant ponr 
foyer commua an point fixe snr la circonférence da même 
cercle, a pour équation entre les coordtMinées polaires 

/« = a' C08 ;.. 

(Stuboi.) 

176. Étant donnée la base d'un triangle curviligne, fwmé 
par irt^ arcs d'hyperboles éqnilatéres, ayant le même 
centre, le lien da sommet, l(»^ue l'angle fait par les denx 
cAtés est constant , sera une ellipse de Cassinî . (Stubor). 

177. Donner une discussion complète du lieu géométrique 
d'un point tel , que si de là l'on mène les tangentes à deux 
cercleségaax donnés, leur rectangle soit constant. (Ce lieu 
comprend, comme cas particuliers, l'ellipse de Cassini, 
ainsi que les courbes, lieux géométriques des projections 
orthogonales da centre d'une section coniqne sur ses tan- 
gentes.) (Stsuor.) 
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NOTE 

lur rextraetiott de la racine carrée ou cubique d moifu <Fum 
denù^tUté pris, et lur le degré d'approximation avec le- 
quel il faut calculer les nombres incotnmenmrables dont on 
veut extraire ta raciae carrée ou eubtqrn , pour que l'errtw 
du réiultat rette au-deisoue d'une limite dotmée. 



Soil N on nombre donné, commensnrable on non ; a, le 
plusgraDd nombre entier dont le carré soit conlenn dans N; 
R = N — a* le reste de l'extraction de la racine a. Si cette 
racine eslapprochéc à moins d'une demi-unité près , on doit 
avoir 

N<(«+5)', d'oùR<a+i, 

condition qae l'on prat vérifier h la simple inspection de â, 
et qnelVI. Boardon a déjà mentionné dans la noie qui ter- 
mine «on Traité d'arithmétique. 

Il eifstenne condition analogue ponr la racine cubique. 
Elle eit moini simple , à la vérité ; mais comme l'extraclion 
de cette racine est une opération assn laborieuse, tl ne faat 
paa dédaigner les moyens de l'abréger. 

Soit N, R et a des nombres analogues anx précèdent, la 
condition dont it «'agit sera 

N<(»+i)', 

t 

(1) 
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Sur ntKÂ Docu t«oas obacf ver qm par le inwédé poor 
l'exIncUoa de la racine cubique rapporté dans notre Leçon 
iCarUkmétique , la quantité 3a' s'obllent par one simple ad- 
dition de trois nombres, dont denx se trooTent déji écrits 
et dont le troisième n'a que deux chiffres. 

L'inégalité (1} sera satisfaite d fortiori, tà l'on a 

alors la racine a sera approchée i moins d'ane demi-onilé 
près. Dans le cas contraire , on aora 

">T + i'"+8' 
on , ce qui reTieot la même , 

R + ^>ï'+-+l « 

Geltft iDégalité sera satisfaite à fortiori si l'oo a la soiTante 



très-facile à vérifier et qnl fera ^néralement connaître s'il - 
fanl ajoaier ane demi-unité à la racine a. Ce n'est que dau 
dea cas bien rares qu'il faudra recoorir Ji l'in^alilé (3), m 
mojen de laquelle tonte incertitude doit disparaître. 

Nous croyons devoir ajouter que le problème que nooi 
Tenons de résoudre a poar but principal de faciliter la s(da- 
lion de denx anires très-tmportanls dans la théorie des ap- 
proximations numériques, Voici l'énoncé du premier : 

Smfx.m» nomin ineommtnnirabU,aiatal«iÊrapfroelté9 

i moins de e prit , - l'i^proximation mec laquelle on a ex- 
trait la raeine carrée ow ad)ique de a j auigner la limite de 
Firreur gae eomporle U rintUal. 
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NoDs prendrons pour point de départ la fcamnle géniale 

^^+^< K^â+ /_. , 

et nooB traiterons d'abord le cas où m=:2 ; elle doime alors 

Sait r la radoe de a approdiée à moins de - près, on a 
7 

7 
et, par conséqaent, 

et, A pins forte raison , pour on nombre incommensnrable 
X ctHnpris entre a et a-\-e 

Ainsi, la diOërence entre la racine vraie et la radoe cal- 

cnlée sera moindre qoe — 1 , expression dans la- 

7 2|/à 
quelle on ponira remplacer (/« par rou par (outeautw li- 
mite infi^enre-NoasdéHigaerons en général par - la diffi- 
rence dont on vient de parler. D'après ce qui précède , on 
a , dans le cas de la racine carrée , 

'>< + ^a '" 

et l'on trouve de la même manière quand il s'agit de la 
racine cubique 

Le KCtsaA pnAlème est l'invose du fH'écédent. Il a pour 

DiqilizDdbyCoOgle 



éooncé : Avec quelle approximation fmU-il calatler le nombre 

mcommenaurable x, pour qu'en ej:irayaat à moins de ~ pré» 

7 
ta rtwitie c^rée ou aMque de sa vtUew approchée a , Ver- 

. 1 
rmr ne tarpatee pat -. 

Gommençoiu par le cas de ta racine carrée. On remar- 
quera qu'en vcrta de l'in^alité (3) , plus e est petit, plus 

- doit l'être ■■ par conséquent , si l'on remplace e par e', - 

par p , et qu'on prenne e' •< e , - sera moindre que -. D'où 

il suit qne, ai le nombre iocommenaurabie x eat cooiprii 
entre a eta-f-e') l'erreor dn résultat tombera la-daiaona de 

-. Or, poor détermina' celte limite &, il suffira de poser 

l'équaliOR 

d'où l'on lire > 

et pour la racine cnbiqae : 

..= 3l!-?(î-î). (5) 

Dans la plopart des af^icalions , l'erreur totale -z est de 

b TormeT-s, et le nomlffejr est «opérienr k l'unité. Il est 

ni- Inr* Au nronilFa — ^. - . 

2 10" 

« (4) el (5) dooneut lootes r^ pour limite de e , qoand 

Àml. M HAn«H. m. 4 
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on j sntMtitae aux quaatités \/â et ; Vâ< Um limite in- 

Eèrieare , l'anilé. De là ce théorème : 

Pamr obtenir la rocme earrée ou cvbique «fu» nombre ôl- 
eommenturtAh , tupérieur à l'unité , d fRom* d'un* wùU, éfr- 
eimale dt tordre n , U ni^t de calculer ce nombre avec la 
M*M i^itroximation , M f opérer l'extraction de racine d 
■Mjiu d'une dcmi-wnté de «f ordre. 

L'extractiop de racine des nombre* incommeninrables n'a 
pas été omise par M. Gailmin , dans l'excellente Note sur les 
appnnimatiDns numériques, qu'il a pnbliéa dam ces Jfir 
tiiii«((. I, p. 2M), etqu'il a reproduite depuis, avec qnel- 
qoes ehangemetits , dans son Court d^ Arithmétique. Mais II 
i^«9t eoBtenté d'en référer aux règles connues-, et ces règles 
ogl rincpqviniail i'ej^geK le calcul des «oaRtares wDom- 
menaarables avec nne précision beaocoap pins grande qu'Q 
ne fan t , et d'inlcrdire par là l'usage des tables de logarithmes. 

PropoaoDS-noos , par exemple , de calculer, à moins d'an 
demi-milliéffle près, la quantité 

la théorie ordinaire enseigne qu'il Tant chercher la racine 
cobique de S avec huit décimalet, y ajoulcr 1 , puis extraire 
•Tec qualre décimales là racine carrée de la somme- D'après 
le théorème précédent , il suffit de calculer la racine cubique 
de. !l t nuiiu d'an dix-tnilliôqte prés , et d'extraire la racine 
carrée de 1 + P'a, k nooins de 0.00005. Par conséquent, 
cet deux opérathHis pourront s'effectuer (rés-fadlement par 
les logarithmes. 
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MT la nirfaet d» Iriançte tfhiriqiie «f «w FeUifu ^Mr^fM*. 

(Fln,TaiTpicsl4.) 
VA» X. VàMMMOK, profMMv (TinaillM). 



T. ReTenoDs «a théorème qai nom a serri de pcrint de 
départ , MTOir > Le siaos de la moitié de la snrface i'aa tri- 
angle ^Ifl le sinaa de l'arc qoî joint les nilieax do deux 
o6tés maltiplié par le sions d'an arc mené pi^rpendiculaire- 
ment au nrillen do Iroiaiëme jusqa'A la rcaconlre de celai qai 
joiat le* deux milietix. Ce Ibéorème est démoolré dans les 
jiiinaUë par on calcoi fort simple ; oo ^at aussi l'établir 
flioaétriqaemcot. Soit ABC (fig. 6) le trianglo donné, A'B'C 
amt triaogle polaire , w et n les milieax de deux côtés. Il «st 
aisé de voir que le cercle dont m e*t le p<Ue divise l'aagle 
KC'A" en deux parliw égakt ; «t de nénu celiû 4dbI n est 
le pèle divise l'angle C'BfA" ee deux parties égales. Le point 
OoÙMsdeia cercles s» coupent w4doiic le aantrediieercle 
ioBcrit «B IriaQgle B'CA" j soit m' le point de lange&oe ; oi 



D'aillenrs , les deux triangles mRB, COA" sont polaires I'iid 
deranlre, etd'api^ÈB lenr position , l'angle R = A"Oj enOo 
l'angle A."Om' est supplément de B'OC, qai lai-méme ett snp- 
flément de nm. Donc l'angle M'On^ss nm ; or le triangle rec- 
tangle A"Om' donbe sin A"m! on 

siB - » sh A''Ot . shi A"»)^ — shinm . llB m. 
3 

C. Q. F. ». 
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lUmarque. S{ on prolonge l'are A'O, le segment/)?, inter- 
cepté entre les cercles Rm et RB sera perpendicolaire snr le 
mîlioi de BC, et Calera A"0. EdAd, si on joint le point B 
an point S , la snrfoce da triangle donné aara poor mesure 
le double de l'angle SBi ; en d'autres termes , elle sera dooble 
do triangle bireclangle SBR. 

Tl. De ce qni précède on peut conclure la solution du 
problème : Transformer un qaaâritatte« qui a deux câtés 
perpendiculaires an troisième en no triangle équivalent ayant 
un angle commun avec le quadrilatère. Soit abcd (fig. 7) 
le quadrilatère, 6 et c ses deux angles droits, o l'intersection 
ia ab Avec ed ; h partir du point m, milien deot/, prenei 

mp = -^. Joignez pb;9cAlq la rencontre de cet arc avec ad 

prolongé ; joignez oç , le triangle aqo satisfera h la question. 
EneUbt, ^eaezqS = qd, tirez So et prolongez l'arc /lAjna- 
qu'à la rencontre en n avec So. On sait (j/nnatei, art. cité) 
que n aéra le milieu de So. Donc , d'après ce qui précède , le 
triangle Ooc est la moitié du triangle Sad ou =qodi mais 
aod est une partie commune aux deux sorfaces. Donc le tri- 
angle goa est équivalent au quadrilatère abde. 

Ltmme. Étant donné un angle A sur une sphère et un pt^nt 
O, mener nu arc OCD, tel qu'on ail OC =GD = arc inter- 
cepté dans l'angle. La acdation résulte immédiatement du 
théorème 14* de l'article ri-dessus indiqué. 

VII. Problême. Avec on cdlé donné, l'angle adjacent et la 
surface, construire un triangle. 

Soit AB {fig. S) la base donnée , BAC l'angle adjacent. 
Supposeras que la sorface soit représentée par le double dn 
triangle birectangle AKJt. Le prtAlème revient k mener par 
B un arc BDI, tel qu'on ait BD = D1. Pour cela, il n'y a 
qu'à preodre KO s= HK et i mener par un petit cercle pa- 
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nllèle aa cercle A B ; l'inlfinectioo de ce petit cercle avec AC 
sera le sommet du triangle demandé. Si l'aigle A. variait, la 
coDstmctioD serait la même ; donc le lieu des sommets des 
triangles de mteie aire et de mtaie base est an petit cercle 
panlMe à la base. On pcat encore prendre , à partir da 

point n milieu de AB , nK = - ; tirez l'arc RK , son inler- 

seetton avec AC donoera le point I. 

VIII. Si dans la figare 6 , on suppose qne l'angle A de- 
menre constant, ainsi qae la surface do iriangle , dans le 
triangle polaire B'C'A", la base B'C, qai est le snpplé- 
aentde A, tan de longoeor et de position constante, ainsi 
que b somme dea cAtés B'A''-{- A"C; on voit donc qne le 
lieu da point A" sera ane ellipse sfAérlqne ayant pour foyers 
les points B', C, et pour grand axe la somme constante B-fG t 
la drtrite Â"p divisant en deux parties égales l'angle des rayons 
vecteurs A"B', A"C' sera normale à cette ellipse , et p sera le 
pMe d'un arc tangent mené k celte courbe par le point A" ; 
ot il est facile de démontrer qne le lieu des p61esdes arcs tan- 
gente i nne dlipse sphériqoe est une seconde ellipse oooccn- 
trique h la première , et dont les arcs tangente sont perpen- 
diculaires aux arcs normaux de la première i ainsi la base BC, 
dans toutes ses positions, sera tangente à cette seconde 
courbe. De U résulte ce Ibéorèmc : 

Si dans un angle donné on mène nne infinité d'arcs déter- 
minant avec les cMés de l'angle des triangles de même sar- 
laee , la courbe enveloppe de tous ces arcs sera nne ellipse 
^ibérique , dont les élémente se détermineront de la manière 
taivanle (fig. 9]-. 

Siàt BAC l'angle donné ; du sommet A cmnme pôle , 
décrivez an arc de grand cercle mo; à partir du fmatp, 

milieu de mo, prener /)C=;'B'=^^^^— i B'etCserontles 
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tojen de la première ellipu dont notu avoni parlé ; det 
p<riDls B*. C, commp p6lc9, décrivez, avec une dtotance 



urcs de cercles qui so coapcront en A"; par la pololi A",!', 
k'jG mepez deux arci de graod cercle . qui k couperoot en 
un antre point A' ; puis de A' coninie pOle, tracez l'arc BC ; 
A.K aura la surface donnée. En effet, cette surFacc a pour 
mesure A + B + C + ira: B" A"+ C'A"— B'C'= S s joignei 
A" an point p, et prolongez l'arc «bl^u Joaqn'en L, «à il 
rcncmtre BCj prenez pV =pL, poit pq^=p^ 3= te coin- 
plémant de CA*. Les quatre pointa L, L', q, q' teront lot 
qoalre aonnoelB de l'eUipse cherchée ('). 
Il est Tacile de calculer lei dent aset de cette ellIpM. Ko 

eflél, CA" = - — I — 5 — ]; donc />7' que nous appellcnn* 
b s= -~— ; d'ailleqn , dant le triangle /?A"C' on a : 

laogM" - »aDgC'A".cos-»cot(^-^\coiyi 

donc 



tangpL oti tanga = 



COtl 



/A-S\ A 



li maintenant on |m>jette un pirialde lacoorbasorleidiax 
aies redaigolairea^A' et^, qu'on appelle j; leaegnMut/'x 
ct^ le Mgaient /tr* l'éqoation de la courbe «ra 1 

tangy , <ang'.r _ 

tang*/>~^taug>a ^ * 



O Ciiu pnpiMiUoB Ml éoMiete Mni <l*B*Mtnit«ft dtM n MAaIM d* 
M. Chulei, Imprimé dlni le loarDtl da M. LlouTLlle(L 1[, p. im.islf}. 

(*'J l>oar ne pii donacr irop d'éiendnt 1 ec(l« nota ,' Doni «Tooi rofirM 
comm coBiine l'tqntiiBB d« rdlipte ipMrlqiu. Nou mu pnpouiw d* n- 
«Mir MT M n4«t dM« u Mtn utkta. 
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Sloareiiiiilaeataiigd et Ungb par Icors valenn, VéqaattoQ 

du lien âe^ftnllè scrâ : 

ttogV • «t"(^) + tattgf^col-^coS'l = ! , 
on plos rimpleôient i 

tangy + taDg-jr . eo»" I =i: taar ^^. 

IX. Si on donnait snr nae s[riière an point et un tngl« , «t 
^od demàDdât de mener par ce point nn arc qai fasse aT$c 
les eûtes de l'angle nn trian^^le de surface connue, le problème 
se raibfineratt, d'après ce ijni précède , à condoiro par nn 
point donné nn arc langent innecIDpse tracée snrnnespbtee, 
qilcsIioD qui se résont par une consirnclion lonie séiUIllablé I 
celle du problème analogue sur an plan. 

X. Nous armis , dans le ibéorAme précédent ; énonce rett» 
pnpoaitkHi t Le lieu des pôles des arcs tangentl ft une ^Blpsé 
spWriqoe est one aolre ellipse sph^ique Hont les tritri <Ht( li 
même direction que cenx de la première ; et pour longtt)>âN 
lessapplémentsdcsaseï de la premièrcPour j parvenir, nons 
eoDunehccrons par chercher l'équation d'an grand oerHc sar 

*nne sphère, connaissant son pôle (fig. 10). Soito le pôle d^ 
cercle qoelconqae, p sa distance polaire, A. l'origine^ projft«M 
lepoint o sur les deux axes AX, AY. Soit AP=y,AQ=y : 
m nn point quelconque du crcle , qae nous projetons en jp 
Ktaty. Joignons om; dans le triangle OfmT,noasaV(His:, 

cosf=sinoP. ^mp'^CMoPcoimp.toB'Pp, 
Sip=~, celte équation devient : 

tang oP . tang mp + cm(x — x') = i 
nNlidns le triangle nPS, 

tai^opBsinPS. (angAQ=ooax'.lang7'. 
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De mtoe , langny = oosx tang^ ; doue l'&putioa deman- 
dée aéra : 

taogy \MDgy + ttngx taogj/ = — 1 . 
L'éqnalion de l'ellipse étant, comme noas l'aTons rappelé 
ci-dessaa : 



/tangj-y / tang^r y 
Viang*/ \laDga/ 



«t ae diflërant de celle de l'ellipee plane qu'en ce qne les 
qoentilés x , y, etc. sont remplacées par leurs tangentes , il 
est facile de démontrer qn'il en aeca. de mftne pour l'éqna- 
tim d'nn grand cercle tangent k la conrbe. Ce sera : 

taog'â tangy tang^''-f- tanfb lutgx langj:^=tang*atai^(, 

■r", y étant les coordonnées dapoial de contact, pour exjai' 
mer qne cette équation est identique à celle du grand cercle 
d-dessos trouvée , cbarhons pour cbacon des ieax cercles 
rintersecUcHi arec les axes, cl égalons les rétnltata, nous 
aurons: 

f*!? ?'" .— ■■ , ^ tang'fr __ ■ 1 

tangj:"" uog^ ta^y" tangy' 
d'où * 

taj^ar»» — tang'a. tangy et tangy s= — iang*i. tangy. 

Portant ces valeurs de tang^", etc. dans l'équation de l'el- 
lipse, Doos aurons: 

lang'y UiigV _j 
cofi» cofa 
Ce qnl démontre le théorème énoncé. 

XI. On peut se proposer la question générale de trouver, 
étant donnée nnc courbe quelconque sur nne sphère , le lieu 
des pAles des cercles tangents menés aux points de celle 
courbe, Pour cela, par deux points de la coarbe(x',y.x'y) 
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raiwiu passer un cercle , et désignons par <i,p les coordon- 
nées da pâle de ce cercle ; son équation sera : 

ia.agjriaag^~\-tAafxtaiiga = — 1; 

comme le cercle doit passer par les deux pointa d(Hmés , on 
aon : 

tangy langp + tangx' taDga = — 1, 

tangy lai^p'f langj:"laDga= — 1. 

Retranchant ces deax équations membre à membre, on 

IrOQTe: 

(langy — làn^y) tangP + (lattg-i^— tangx") tanga ^0, 

OD 

tia(j''—y^taag9coi2^axx''+sia(x'—xyBagacmya)sy=0, 



' , , — -;r-tanKB coblt' cos j:"+ tangiE cos r' cûsy' = 0. 

Si les deux points se réonissent en nn seul , le rapport 

— ^^~^' tendra vers ane limite que nons reiwéseoterons 



dy 
ptr la notatkw (ffdioaire ^, et nous aorons ■ 



sia(y- 

noti 

^ tangjS cotfx'+ tanga co8>' = 0. 

Noos avons anssi la ndatk» exprimant qne le cercle proposé 
passe par le point x'y , 

laagp{tÈOgr — tsagy)-\-taa$»{tuigx — iiiafx') = 0. 

Éliminant — - ^ - .on a enfin pour éqaation du cercle tangent 
tangoc' '^ 

ta on point a^y d'ane conrbe qadconqne sur la sphère ^ 

tongy — i»vgy 4/ cosV 

tang j: — laog j:' dx* ' cm'y ' 

C,.;,l,ZDdbyG00gle 
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mais K et p daignent les coordonnées da pdle de Cd ceeà» ; 
l'équation précédente doit élre identique à l'équation 

Ungr;j'laogP+ tang^langa = — Ij 
œ qo'on eiprime en écrivant que les deox cercles ainsi re-' 
présentés coapent les axes ans mêmes points. Oïl tnvnt 
ainsi: 

grfycos'y 

. "*" ~ dx'tia^— <0"8ln2x' ' 

'•^ ~~ (tr'sin^'— rfysin îx*' 
Ci entre ces denx éqoalions et celle de la conrbe donnée on 
élimine .r* et y, on aara l'équalion do lien demandé. 

KûU. Ces diverses propriétés, peu connues en France, ont 
été irailËes avec étendac par M. Gndêmlann , dans sbn traill 
de Géométrie sphériqne et dans divers mémoires insérés dant 
le journal de M. Crelio ; ce qoi n'Aie rien an itiériln dé ce 
beau travail. Tm. 



SECONDE SOLUTION DE LA QUESTION Iflâ. 

(^. page 28). 



«Ié>e du coUégi da UFltctae. 

ABCDE étant on pentagone plan, représentons par «, ^ 
7, S, e, les aires des triangles ABC , BCD, CDE, DEA, EàÈ, 
et par S l'aire do polygone, on a = 

S'— S(« + P4-7 + J+e)+aP + pï+7J+J» + *x = (GaOU) 

ou, pour employer des notations abrégées , S'-]-P=SS' 
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Jepndoi^le cOl4 DE indéBoimeiit dana lesdeox MDSi 
des points A, B, C, j'abaisse sar la direction de ce cdté lei 
perpendicolaires AT', B^ et CC' : 

( A'B'=4' ( A'C'=c' 
Celi |KMé, il est Tacile de Toir que 

BB.cbercbiDt par des conaidéraliona amlognaa k neraro 
des triai^les a, p, 7, iy t, on arrive à poHr les six égalités ; 



,=.(t-«) 














,=.(-) 








•=-(^v'i- 








U snlulion de la question n'est plus , 


mafntenaDl, 


<!«' 


DU 


illire de ulcnl. 
















=,_-r,i, _■ /<^— *\i , .r 


., /d-.\ 


1 , 
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+ „»[.„._,_£(i=?_<.ïi:îW::î)] + 

Ordonoant les doubles produits tels qae a'^ d'ane manière 
inil<^e, OD troare fadlemeat : 

+ i [id-f){d-e)- {d~b-)l/'j+ 

+ ^[('*'-'^){''-^ + (i'-«)(«+0 + (''-e)»] + 

+ j[(rf-e)' + (b'~c){d-b)-- ft'[6'-«)]+ 

Eo&n , le carré de S se développe oalnrcIlemeDl sufrant 
ces mêmes espèces de termes qni composeat P et SS', et 
l'on a: 



Gomparaol mainlenant les expreMlons de S', de P et de 
SS', il est radie de TérlSer qoe la lomme des OQefficiants 



byCoog[e 



— 61 — 
dont te tronve affecté on même terme, tel qoe t£ od ab^ dani 
S* et dans P, est ^ala au coefficient da même terme dans SS'. 
Gela étaol vrai pour tous , on a Déeessairement -. 
S' + P=SS'. 
JVolf. Noos oflhms cette seconde station comme exercice 
de oIcdI et non cODime mojen d'inTestigatioo. 



GENERAUSATION DU THEOREME I (p. 133, 1. 1). 
VAK ■. UrCZBH aUXKS, 



OeaxpdygonesMMitBemblableilonqa'Ilasont drconscrip- 
Ublei et qae les distances des centres des cercles Inscrits aoz 
sommets sont {«oportionnelles et semblsblement placées. 

I. ïamme. Deux polygones sont égaux lorsqu'ils sut dr- 
oooscriptibles et que les distances des centres des cercles in- 
scrits aux sommets sont égales et semblablemeoE placées. 

En effet, sment les deux polygones ABGDE, A'B'CD'Ef 
0i}.ia,13),circducriptiblesettel8qneOA=O'A',OBsaB', 
OC=sO'G'>etc. Je dis qœ ces deux pdygonea sont égaux. 
L'égalité serait érideote sinoos proaTionsquc OPsOT*; 
car alors, en tirant les rayons OF, O'F', OG, CG', etc., noos 
décomposerions les deux polygones en on même nombre de 
triangles rectangles ^anx deux i deux , comme ayant lenrs 
hypolénoses égales par hypothèse et nn cAté égal (le rayon 
des cercles inscrits), et ces triangles seraient semblablement 
placés. 

Orje disque OF=0'F'. En eOet, supposons qoe l'on ait 
OF <OT'; akHV dans les deux triangles recuogles OFE et 
(yPET comme noos avons OE=(yE' si OF <0T', noos m 
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tirerons POE > F^F. Les deai triangle» rectangle» AOP, 
â'O'F, non» doaneront semblablement AOF>> A-'OFF. A joa- 
Unt ces deux ÎD^aiilâs, il Tieodra EOÀ>FO'A.'. Od 
trooTcrait de même , eo décomposant d'nne maDiére tem- 
Mable les triangles AOB, A'O'fi^ BOC, B.'0'C', etc. qae 
AOB> VOV, BOG> iraC, etc. D'o<^, ea siionlut ew 
illégalités membre i membre, on trooTeratt que la somme 
de» ai^te» antonr Au point est plus grande qae la somme 
des angles nnloor du pmnt 0', co 401 eat absurde. 

On prooTcrait identiquement delà même manière qae l'on 
ne peut pas avoif OF > QiS'. Donc V(M a OF=0'F. Donc 
le» deux polygones sont éganx. C. Q. F. D. 

II. Soient les deus polygones ABCDE, Afifififi,, cir- 
cpos^ij^Uibloa, et tels qae l'oa ait : 

OA :0.A, ::(«:O.B,::OC:0,C,:: etc. 

/c dis qa'ils soqI scmUablcs. 

En effet, prenons une loogoear &£'=0E «t u)f cette 
droite comme côté hoinol<^c de O^E, çoqalri^aoos oa poly- 
gone semblablo k A,B,C,D,E, , soit A'B'C'O'Ç' ['). Ce {Mlygone ' 
est circoo^ilflible et 0' est le ceoJUçe d^ccpcle inscrit. Tiroiu 
les droites O'A', O'B'^O'C', «te. 

Les deux tri^nglea A'O'E' et A,0,Ç, a^Bt imUable» fU 
co.DS[n)cticm;ilsdonDeal,la^opprtjoD 

a,o.:a'0'::o,e.:oï'. 

Mais 0'E' = 0£ par bfpothèse. Celle proportion revient 
dooe à celle-ci 

A.O.: A'0'::0,E,:OE. 

Mais nous aTons par bypolbèsc 

a,0,:AjO::0,B,:OS. 

D On eu prit de faln U fl|ar«. 
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Comparaot ces deax proportions, mi en tfre AO—A-'O-, 
éoBC les denx triangles semblables A'CXF et A,0,B, dooneDt 

AO:A.O,::0'B':O.B,. 
Ifalt nou avons aussi par bypothèse 

A0:A.0,::OB:0.B,; 
QD CD lire OB=CXB', etonlrooTedemémo 

OC = 0'C', 0D = 6'B', OE = 0'E'. 

Donc par le premier Ibéorème le poly^ne ABCDE est 

é^al aa polygone A'B'CD'E'. Mais par constmclioD ce der- 

oter est semblable à A,B,G,D,E, ; donc ABCDE est semblable à 

A.B,C.D,E,. C. Q. P. D. 

III. On démontre de la même manière que deux poly- 
gones loal iquivalmU , lorsqu'ils sont circonscriptibics , et 
^u les diaUmces descentrcB des cercles inscrits aux sommets 
sont égales, sans qu'elles soient scmbUblcmcnt placées. 

En effet, supposons que les deux polygones ABCDE, 
A'SCjyE suent circooscriplibles , et tels que 
0A = O'C'. OB=0'E, OC^CB'. OD=0'A', OE=0'D'. 

'Noos démontrerons comme précédemment que les rayons 
des cercles inscrils sont égaux. I.a seule différence, c'est 
que les triangles rectangles dans lesquels nous décompo- 
sons les deux polygones ne seraient pas semblablcmcnt 
placés , et c'est ce qui fait que les polygones ne sont qu'équi- 
valents. 

IV . M. Paul Serret m'a bit remarquer un théorème à peu 
préa analogue à celui que je viens de démontrer sur la simi- 
lilnde des polygones , savoir i 

Deux polygones sont semUablea lorsqu'ils sont iascrfp- 
flUas, et que les disla&oea des centres des ocrdea cirooDierils 
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anx côlés sont proporiioDDeUes et semblablemenl placéei. 

Ce théorème se démontre de la mflme tnanière qae le pré- 
cédent. 

La seule différence c'est qae dans la première partie du 
théra^e , pour prouver que deux polygones B(Hit égaux 
Iwsqu'ils sont inscriptibles , et que les distances des cenlres 
des cercles drconacrits aux côtés sont égales et semblablemenl 
placées, on a des triangles recUngles dont les hypoténuses 
varient ; mais alors l'un desodlés de l'angle droit est constant; 
la cooclosion est la même que la précédente. De même pour 
les polygones éqnÏTalenls. 

V. Il est k remarquer cependant que ces d^onslratioos 
n'ont liea qœ lorsque les centres des cercles inscrits on cir- 
conicrils sont dans l'intérienr des polygones. Le cas oà le 
centre est extérieur reste à démontrer. 



NOTE 
iwr la théorie du parallélogramme de fVatt. 

*A« M. A.-J.<B. ■vatOMMT. 



Dans les mémoires de la Société royale des sciences , de 
l'agricDlture et des arts, de Lille, pour 1836 et.l837, p. 5 et 
sniT., j'ai donné et discuté l'équation de la comhe A longue 
inflexion , wrie de lemniteotde du siiiteie degré, qui jonil de 
cette curieuse et importante propriété, que la tête du fHslon 
des mocAine* et vapeur, tout en en décrivant un arc d'ane 
noIaUe étendue , peat être néanmoins considérée comme sui- 
vant nnc'directKHi à peu près reetiligoe, quand on règle «on 
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moQTemeDt ta moyen de cet ingéoieax appareil anqnel on a 
ioaat le nom de paralUlogr^m^mo de ff^ait. 

{Fiy. 17.) Je rappellerai , d'après Hachette , que la qnes- 
IM») revient i déterminer le lieu géoméirique d'un point M 
sitaésDranednHledontao segment cooslant, PQ, est assa- 
jetli àglisser eolre deax circonrérences ayant respectïTemenl 
les poÏDls A et B ponr cenlres, et pour rayons AQ et BP. 
Alors, en prenant ponr origine des coordonnées rcclanga- 
laires lu point qneloonqae de la droite AB prise die-méme 
pour base des x , pais liiisanl : 

OK = ai 0B = 6i AB==a + &=sc; 
BP=;>i AQ=çj 

et enfin, nommant^ret^ les coordonnée* do point M, j:'et 
y celles do point P, ^ tXy" celles dn ptûnt Q , on a, comme 
dans le mémoire cité , ces nz équations ■. 

(j:'—Ù)*^"=P', (1) 

k"+ '*)'+/'*=?'. (2) 

(«•— J7")'+ (y-yr^^d-, o) 

jr{^-a^ _a.(y-y)=xy-/y, (4) 

(J' —;»-')'+(*-.*')•=/', (5) 

dont une , l'équation {'i) , n'est qu'une conséquence des (rois 
SDiTanles , ce qui laisse ainsi le MintH^ d'équations j nstement 
nécessaire poar peftoettre l'élimlnalion des quatre quantités 
TariaUes y, y, x", y. 

Cela posé , je dirai que ce qni m'engage à rerrair ici sur 
ce sujet, c'est la possibilité, d'abord inapcrçoe, desimptifiet 
de beanconp la métbode employée pour faire celte ûliniina- 
lioa, eteurtoul de conserver au calcul une utile symétrie, 
avntage dont on est privé quand on place l'or^ne à l'un 
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dés points A et B , eaame je l'aT&is fait dans rnoo premier 

essai. 

Celle sim pli Dca! ion résulte d'une forme plus élégante dont 
est susceptible l'équation (4), c'osl-à-dire l'équation de la 
droite qui passe par les deux points donnes (V,y), {j:'',y'). 
Enell^l, ou pi^ul mettre une pareille équation sous l'une de 
ces deux formes : 

»(y-y')+^(y'-r)+*'(r-y)=«,i ,,, 

qui expriment chacune une rclelion , soit entre In abscissci 
de trois points quelconques de la droite et les diiïércnces de 
leurs ordonnées prises deux à deux , soit ^nlre les ordonnées 
des trois poinis et les différences de leurs abscisses. 
, P'uii autre cdté , comme ces différences d'ordonnées et 
d'abscisses ne sont autre chose que les projections sur lesaxes, 
des distances des trois points eux-mêmes pris detu à deux , 
distances qui sont ici représentées , savoir : 

par p poor {y— y) et-(a: — j/J, 

■par * pour C^— y) et (j: — j:"*), 

et enfla par d pour (j-'— j-") et (j^— x"), 

il s'cnsnit que les équations (A) peuveot se traduire dans les 
snivantes: 

Maintenant l'équation (1) combinée avecVéqùatibn (5) d'une 
part, et seniblàblement Féqualion [i) arcc'l'éqaatidn (fi), 
nous donnent : 

et J'H x'— 20/"+^;-^')— 2a.ï"— n'-l- j'— f = <i.) ^ ' 
Prenons-daBt (B) le« Tateurs de ^ etyV<*v«ir i 

C,.;,l,ZDdbyC00g[c 
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et sabslitoons-lea dans la seconde des équaifoiis (d)'; nous on 
dMuisons, après avoir moltipHé par r ci sim{ÀiÈé, 

-r[«'-î-+O = 0- (È) 

D'un aalre cAlé , la prcmién 'éqamoB -éi lOéBit -qMAnrt 
(C) , malUpliée par ( , devient : 

Alors , en retranchant (F) 4e(E) et rédoisant, oo obtient > 
diy+a^)+^adx-{'b-s — t^r—lf = ^êj^, (G) 
en bisaat poor limpIiQcr, comroe'daiisK''éqiùlioa 19 da m6- 
noire cité (tt da tirage k part in-4* ) : 
p't ^ q*r -|- drs ^ i*. 
De u on peut tin^, d'abord : 



pois ensailc, par la sabslitntion dans (G] ', 

^ 4otr 

HnTesU'iih'' ■!(''> 1 aprteirâir tirtdeir', 

qn'à rabclitner cette eipreuidn «t cdlo de y', dans l'éqna- 
lioD (1>, ce qui donne pour résallal nne àiaatJon qni no dif- 
fère pas de la formale nnmérotce 26 dans le premier lablean 
daiDéiBoirecité(ou'de la première équation delà page 6 ^u 
Urage i part), dès qn'on a substitué, dans celte dcroièro, 
(x-f-o) au lien de -r , on (x — b) au lien de {x — c). 
le Icmiacrai cette note en signalant aox'lecleun dès 
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Jimak$ une oomBraolcation fitile à la Soctélé pbUomithhine, 
le 21 avril 1838 , par M. Babinet, à l'occasioa du mémoire 
cilo. to uTaot physidea y donne une formule déduite du 
prindpe des ritesses virtaelles, au moyen de laqnelle on 
calcule l'action du piston de la machine à Yapenr, quand le 
parallélogramme articulé n'est pins rectangle, et qu'il a 
tourné d'un angle donné ( voir le Balletin de la Société et 
le jourual fltuMU, 1" sectioa). 



THEOREME 
Smr Ut loMf mlM aux comguM . 



Swnt HT, MT' (fig. 16] deux tangmtn mmia par U 
point M d une eUipiê dont let foyeri «mf F,V; »% Ton prend 
fwr cei tangentei d«t tongKeuri MO, MO*, mpecUvemeHt 
égatet aux diitances MF, MF', la droite OO' sera égaie au 
grand axe 3a de fellipH. (Strebor.) 

Dimon^ration. Sur FT je praidBFTD=2ai iloi rê- 
tultfl, comme on sait, MD^MF. D'aiUcura, d'après le 
théorème de M . Poncelet , l'angle FMS = OWO j doue les 
triangles F'MD , O'MO sont é^tax comme ayant bu angle 
égal compris entre c6tés égaux. Par conséquent : 

O0' = rD = aa. 
Ohtervation. I. Faisant la même construction an foyo* F, 
im obtient au triangle FMD' égal au triangle FMD; donc 
l'angle F'MD = FMIT, et de U l'aiq;leDMF = IVMF'. Mais 
les tangentes MT, MT* sont bissectrices , ce qni démontre l» 
théorème de M. Poocdct et cdni de M. Strebor. 
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II. Ce darnio' Ibéoréme «dMiste aoui dtos l'bjperbele ; 
vne eette modlftcalioa que lorsque lea pointa de coolact 
T, T soni sur la même braocbe, noo des knigaenrs MO, MO' 
doit être portée daos le wds opposé. 

III. Les méfflca constractioni et lea mêmes eonséqDences 
existent aoni poor rdlipsc spbérique. 6. 



AIRE DUN QUADRILATÈRE QUELCONQUE, 



TrCoréhb. Ltt côtés eotuéciUifi d'un quadrîlatén qudeotique 
(UoNfrcpr^iwfiMipar a, b, c, d, etnetdiagonateipar m,n. 
Vain Q de «e qmidrUatire at 

Dimoiulration. On t Ifig. H) s 

Q=-i»»(BE+DP), 

d'où (6Q" = 4m'[BE-l-I>F)'. (I) 

Cela posé , les triangles rectangles semblables BEI , DFI 
donnent- 

BE:DF::BI:DI::EI:FI, 

d'oà 
(BE+DF)' : Dp :: (Bl + Dif rûP :: (EI+FI)' : fT; 

donc 

(BE+DF)*={BI+DI)' — (EI+Fiy=»ii' — EF*! 
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on a ensaile par les Iriaogles ABC, ^CO . 

d'où,enij(HiUnt 

o' — fc' + c"— (r=2TO'— 2m(CE4-AF) = 2mEF; 
éteraDt ap carré, il vient 

{a' — et+ét-i^'zaim&*. (S) 

AjoDlant aclDclIement membre à monbre les ^alités (1), 
(S) et (3), et réduisant, on obtient 

1 6Q' + (a* — i' + ç" — (f)' = ««y, 
d'où 



on enfin 

Q«jV(2Bin+fl'— A'+c'TTf'^t^hpn— ^V*'îTr«'+A (A) 

Corollaire I. Lorsqna !« quadrilatère est xntcriptihU dans 
un cercle , on a mn = ac-\-bd\ la valeur de Q devient dans 
ce cas: 



QssU/(<f^c-f-A--^) (?r+i:trf— *)(*+ri+a-4y {^*<(+ç— p) j 



donc Qs= V(»- a){» — b) l*—c) (* — d), 
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OmMmn II, Lorsque lecdtéd eslpuallèleà c , la figure 
AfiCD est on trapise et on a : 

âÂ-c ' 
m'— n*=£(f— A')--^-- (5) 

SntMli tuant dans (A) la valcnr de (r+/>% tirée de (4), il vient : 

- '-'"'-"-■■'-■■-■ ~ -'+2flcJ (iwirt— a"— «■+!»'+«' — 2ar), 

T=lk(C<' + cr - Cm + «)*] [[m + «)' - (a + «Jl, ' 
d'où on dddoit, pour rairs du trapiu, <n misur dei 6aw* ef 



T^jJ^la-K+fl»— n) (a+C+/t— mj (wt-f n+a-K) (/n+n— a— c], 
00 T= 4/»{j— ^) (*-*») {*—«), (C) 

enposanto+c-f m>f n«iS*eta-|-c=;>. 

Etfeetnant le calcol soos le radical gD| précède les deux 
demierB, et observant que {m — n)'(ni + H)» = (m' — n')* et 
[/»+'•)' + ('" — n)'*=2C»»'4- »')» il vient aussi : ' 

T=iv-i;fl + iî)'im' + H') — (<i+cj* -(!«•—»>'. 

Hellant dans rette expression les valeoni (4) et (5J, on 
obtient : 

00 

T=^.ji/[ai'+a*''+*«-(<»-ren(a-c)'-{^-^')'. 
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enfin si od remarque que 

2f + arf- = (ft + dr + (6— rf)'. 

(rf- _ b-y = {b' _ rf^" « (ft + d)'(b - rfr, 

iac — (a + c)' =— (a — c)', 
on troQTe : 



.^+JU. 



oobien 

T^^.U^^b-ui+a-c) {b+d+c- a) {a—e+è-d) {a- c+rf-fr) ( 

donc 

tZ^\/s{$ — î)(. - b)[s - ^, 
î 

enfitaaatfl— c+6+rf=2j. fl+c=/t, a~c=q. 

corollaire II r. LorK|De/i=c, &=J, le quadrilatère «1 
an paraU^offramme ,- dans ce cas 



on P = |V/(2mn + dfl'~2fr')(2inn— 2a"+a6*). 

Ajoolant la qoanlilé /w'+m'- â*»'— 2A'=0 à chacun des 
fadeurs boui le radical , il vient - 



Un conclul de Ik que si polq rcpréMutenl lea diagonalea 
qui joigneot les milieux des côtés opposés d'un quadrilatire 
quelconque, on aur^ auï^si : 
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Q=§W(/»+9+'»J0»+?-»;(/'+?+«)(/'-(-f— »); (F) 

ctr loat qaadrilatire eat doable do paraUèli^amine formé 

par les lignes qui joignent les milieDx des calés adjacents. 

Si le parallélogramme est un lotange, on ti a=:b, de sorte 
qo'i) Tient : 

L=l[{m+n)«-*aT, 

L = -(m + n+2fl) (m + «-2a}..., (G) 

remplaçant W par m valeur m"+n' et réduisant , on a aussi ; 

, 1 

L=!-fnn , 
3 
ce qui est évident. 
Enfin, si leturallélogrammcestonrecMn^Je, on a m=n; 



donc R = \/{m-\-a){m—a){ni-\-b){m—ù]. (H) 

CvroUttire ÏF". Lnvqae n=a, m^e, d^O, le quadri- 
latère ABGD se réduit au triaagte ABC^dont l'aire scn 

I = jV/Cînc+à'— A'+c'X2(ic— o'+t'— c'j , 

donc / =V/*(»— a)(j— *){*— c), (I) 

en bisant a-\-b-\-c=.3s. 

Remarque. Les dcui égalités (4) et (5) constituent deux 
principes importants du trapézo,dontlesocondaété trouvé, 
il 7 a peu d'années , par M. Cadet (IfoaixUei Annalti, t. I , 
p. 189, 1842). 

Ils s'énoDceni de la manière suivante • 

Dans tout trapise , 

r La $omm« de» earréi des diaganalei atégale à la somme 
des carré» des eûtes augmentée du double rectangle de.i bateii 
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a* La différence du earréi datdiagonalai eit à la agjfmw» 
du carrée des eôlés, comme la «omit» d» b(ûv eOdléur dfjE- 
férenee. 

Ces dcDX théorèmes se démontrent presque simoltanémeot 
à l'aide des égalités : 

m"=fl'4-t*— 2ax, (6) m'=c"+<f+î!çr, (8) 

qae foamisscnt les triangles composants du trâpè^ç A^fP 
Qïj.15). ■ 

En effet : f* Si on ajoute toates ces égalités membre à 
fnembre , et qu'on dJTise par 2, on aqra - 

m'+n* =a'-\-l/'-i-c'+d;-{a-e](x-^j') ( 

m x-\-xc=a—c; donc, substituant et r^uiiaift, U vient i 

iH'-^n'=l/'-^d'-\-iac. 

S* Rclrapchant }a somme des éga\Hts (7) et {9) de celle ifei 

égalités (6) et (8), on obtient , en divisant par 2 , 

m'—n'=ia-\-c)(y—x). 

Or, puisque CE = DF, on a ù'-~x'=»tP—y, on 
y'—x* = <f — i% oa encore (y—x]{y -x) = rf" — 4'. On dé- 
duit do là : 

_£—&■_£— ft* 

donc 



Dans ces démonstrations, l'idée de l'emploi simultané des 
égalités (6), (7), (8) et (9) m'a été foaraio par l'obligeante 
amilié do M. O. Wost, de Strasbourg. Cfi savant profcascor 
élimine x entre (6) et (?) ,^ çnlrp {7J el (8J, ce q,aj le conduit 
aux relations : 
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«fi'+an- « «ic(o+c}+ft»(<i+«) , (10) 

am'-\-cn' = a*{a-|-c}+<i'(o-|-c). (11) 

Ajoutant nwmbro | ncqibre et dîTinot par (a + c), il a i 

(»*+«* = i^tc+b'+d" ; 

retranchant ensuite inoml>re à membre et divisanl par 

{9—c)i il obtient : 

égalités qui sont identiqnes avec (4) et (S}. 

178. Par le Toyer d'nne ellipse on môDe denx cordes reij- 
langalaircs, dans le cercle décril sur le grand axe comme 
diamètre ; les deux cordes soot égales à deux diamètres con- 
iognës dans rcllîpse ; si par le centre on mène dans le cerclp 
an diamètre parallèle à l'iint! des rardes, il est partagé par 
l'anlre corde en deax segments éganx anx rajons vecteurs 
qni vont dn foyer >nx extrémités d'en des ^l^ioélrcs conja- 
gn^dans l'ellipse. (Stsiku.) 

(79- Çioti ffiiott fûBt ^tnés dana no plan et tels que trois 
«e spM pftf «n ligpf) 4{pilc. Il ; i;if a tpnjpMics qoatrç, sop)- 
mpt| d'flp <pmJril4)£ra convexe; par ces 4l^t^e pointa <j|i 
ipèpe i4^F Rfjraln'^ f 1* cooiq» passant par lea cinq poiols 

m 

V VaKjiart^le, fj le cinqaième pijipt n| sqr l'one des 
deux par«f)f>Ie>i 
SF Qpc ki/perbole, si }e ctnqaième point eïl dans VinUriaa- 

m kof' 4«« dfiMX pafflbulc» i 

3* Une ellipt» , si le cinquième point eat dans l'inUriew 
d'an iMinbolie.ft h«n 4» i'intrc- (Mtuios.) 
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Mémoire uiR u thAohib MATHÉMiTtQijB at la cralii», par 
Tb. d'Eslocquois, professeur de matbémathiques appli- 
qoées à la Faculté des sciences de Besançon, la-i* de 8 p . 
BesaDÇOO, 1847. 

On sait combien les théories physiques des corps ùHpon- 
dérà. oui contribué daos ces derniers temps aux progrèsde 
l'analyse C'est à ces tbtoriea qa'iHi doit tant de beaux Ihéo- 
rèmes sur les limites des ronctions, analogues aux limites 
des racines des équations dont s'occupe l'algtiire élémentaire. 
Une de ces ronclions surtout a acquis une grande célébrité , 
parce qu'on la rencontre partout , dans la mécaniqae cé- 
leste, dans l'acoustique, dans la physique du calorique, de 
réleclricilé , etc. La définition de celle fonction V est écrite 
dans celte équation 

elle exprime le mouvement de la chaleur dans rtotérienr 
d'oD corps , et a été intégrée par Fonrrier et Poisson pour 
le cas du parallélipipède rectangle, de la sphère, da cylin- 
droïdo il base circulaire, et on connaît les beaux traranx de 
M. lamé sur les surfaces isothermes. L'objet de ce mémtrire 
est de chercher Ji intégrer l'éqnation des corps d'une forme 
quelconque au moyen d'une série ordonnée suivant les puis- 
sances entières du temps, série* dont l'usage est soumis à 
plusieurs restrictions qu'il faut lire dans l'ourrage. Toot le 
travail est fondé sur ce théorème : 

» Soient V et V deux fonctions d'une varlaH» / et d*on 
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> BonbM qiulcoaqiM â'anlres varfablea x, x, *< f, ', ate>t 
» uSDJetUa pour toales leon valeurs aox coadîUooa 

S- = '»>4Er+^ J- 

■ A Atant mw conslaBte donnie. Si , poor uns certaine Tt- 

> leur de f , oa a V = oa > T, qnds qae soient ^, ^, «, 

■ », 9 Il en len de même pour toatei lea Ttlmm plus 

■ grandes de f . ■ 

Ce tMorine n'a-tU pti déjà été énotué par MM. Stnnn 
e? 



ICtDÉHU lOriU DU SCIBICU Dl ui,6i<Hni. 

Otmow de 1849. 

Exposer la théorie générale des séries * considérées spé- 
dataient soos le point de vue de leur convergence. 

Noos {adfqaenRis comme source première de tons les tra- 
nos fur cette matière , les oorrages de M. Cancby , Vjina- 
Ipe ^g^trique, les Exerneu maUUmaHqwt et les Comptm 
rmètu depuis 18S8, dnnlème lemestre. 

JOOMUI. 01 ViTBiMATtgusa {lÀmtvme). 
Duhamel, IV, 31«; Raabe, TI, 83 ; Binet, VI, «93; Bot- 
tmd, VII, 33 ; Boonet (0), VIII, 73. 

anivus cowLfcri» d'aru {Chrittiania, 1839, 3 roi. in-4*). 



p. 66; traTailda {dos haat intérêt, en Trançais. 

Aid., p. m, Abel réfute le critériom donné par M, Oli- 
vier. (Voir ci-après.) 
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Olivier (LoAis) 11', Si, en fraiiçais; Ikcobl, xn, S63, en 
laliD; P(Mic^et,XIII,en français; Kifflimer, XllI, 171, en 
allemand. 

DsscRipnnn dbi oonttsu k p'ldiikdm cEirraia, d'après 1o procédé 
«te Pentmét , ttbteaùx nuttértqoos et lAstruclion pralifao 
^trmèterrTrfner farïlemcnt tôt» lek tiéiaents do l'éporc^ 
expose des couditions générales qui régissentica 'conitct 
' spplidli'Mes'ïutrtiCti'dâs T(Mtcs«trrtrats9ées, et d{actBU(Mi 
critique des mélhodes principales proposée^ ildpvis Pei^ 
ronet; ouvrage utile aux ïhgéaieurs, arcbitecte§, entre- 
preneurs', 'aitiObdWiirsilettèiVtttn.;'ël Mvant de complé- 
ment aux trailésdc I^rrctnet, Gaatbey, Sganzin el autres, 
oonccroant ta AMistruclion des pools. Par P. Bxcroit (da 
Oiamp), ingénieur aa corps royal des ponts et cbanssées. 
Paris, 1816, in-4%viii, 63, 1 pi. MaUiias, quai Malaqnais, 15. 
€c lilro'dévdoppéladiqœ soObbmment ratilité-praliqoe 
qtiel'àtatear 'a eue en me. C'est tine monograpbte complète 
de toutes les méthodes proposées {lour décrire des syslémei 
do courbes dont l'eoscmbte a l'apparcBcc d'une seule courbej 
systèmes connus sous le nom d'anses de panien. La géométrie 
descriptive faisant partie de renseignement olémcnlaîre et 
devant même prorhaioemenl recevoir une notable extension, 
le savant travail de M. Breton sera étudié avec fruit par les 
professeurs qui désirent donner aux élèves des applications 
réelles, soit géométriques, fojt àrithmisliqucs. Xes cônai- 
tîuDs d'él^aiice et de solidité aifiiqiiclle* et frété doit aalîï- 
faire, donne lien & des problèmes d'analyse aux limita que 
l'autcar résout avec beaucoup d'a'trcsse.'On lira "avec tntcr^ 
ce qu'itdil des coùr&'ès cSniinué»'(i^-^). 
Les tableaux qui lenninent te mèiudTê 'ItAh Wdndltih 
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toDtes In dlmenaiOQSiiiniiériqaesprincipaleaponr les courbes 
1 trois, sept et onze centres. 

HOOVO S«mi Dl STTIDI CEOHSTRICI UttLITICUIEirrB DtDOTTIIlVLLO 
■TOUilllEnTO SOCCSUIVO Dl DKl SOLA EQDAZIOltE, Od CST. FfeT- 

dinando de Lou. Nt^Ii, 1847, in-8°, xiti, 244 p., 2 pi. 

L'éqoatioii aniqao dont le développement donne lont le sys- 
tèfloe géométriqao est celle-ci : c =acosB-f-AcosA ; a, b, e, 
■ont let trois cdiés d'an Iriart^ rcctirigiic, et A c( B les hnglcs 
r^spectîvcnuint opposés ans cOtés a et &. L'aalcar établit 
cette qpér^liuD à l'aide de considérations fimcliotinellts doot 
L^codre fait usage dans ses notes pour (ooder analylique- 
meot les principes de la gcomélrie, à l'înitar de J. Bcr- 
ttoolli, qui a employé le premier ce genre do raisonnement 
poar déatonlrcr le parallélogramme des forces, et auquel OQ 
doit l'importation dn mot fonction dans la scieocc. Tooles les 
jsopositioos, tans en excepicr une seule , des huit lifrcs de 
Lcgeodrc, loolcs les formules des deox Irigonométries , sont 
déduites de celle éqaailoa génératrice. Térilable toor de 
force, quimoDlrc la prodigieuse rcc'>Ddiléde.ranalyse. L'ao- 
lenr a cbercbé & réaliser celte pensée do I^grange : Dont 
Vamaiffie, la perfection exîtte à n'employer que te moindre 
mnmbre de prmeipet, et de faire lorlir de cet principes toute» 
let viriiét qu'ili peuvent renfermer, par la leule fitrce de Va- 
naljie ; dmu la méthode iynthétiquedei ligna, elle conaisle a» 
contraire à démontrer isolément chaque propotUion de la nta- 
»ére la plus timpley d l'aide des propositions déjà détiwntréti, 
{Jffurn. de l'Éc. Polyl.,càh\ct 6, 260, an VI.} 

Cet OQTrage curiCDx vient d'étro adressé a l'Académie. 
L'illaslro invealear du théorème est chargé du rapport ; eaux 
qni attendent ce rapport, dans l'intèrltt de leur inslruclion , 
avec iuie^aMolB>palÎ9Bea»oQtlàilae belle occasion des'èxir 
eer àla patiaoce. 

C,.;,l,ZDdbyC00g[e 



SOLUIIOni DI DU PHOBLEm RBUTIVO AU.' BLLIUOIDB, iD-S" de 

4 pages. Aprile, 1816, Roma. 
Nota sopba la qdadbatcba dblu supbbficie iNviLcrpo dbi pluii 

PBHPSnDtCOLABI CONDOTTl AU.' ESTRBHITA DBI DUMBTBI Ul DH* 

uusaoïDB DATA , de 8 pages. Ottobre, 1846, Roma. 

Daos ces deaz écrits, l'habile analyste traite ane qaesUoa 
analogaeà celle qa'îl a consacrée à l'ellipse (voir Y, 365, 540] 
et ramène la qnadratnreaaxroDctioiuellipliqnes de première 
et seconde espèce, et daos la note on Tait osage d'une méUiodtt 
due an cèl^re W. Roberis, ponr simplifier la rédnctian 
d'une certaine int^rale h ces deux espèces de fuictions. 
Sopba la anTiFicizionB dbll' bllissi sfbiica * solu nnisioifi 

db' anot ABCHi, 23 p. 1846. 

N. Fossestlepremiw, je crois, qai se soit occapé de 
l'eHïpse spbériqae , rers la fin dn siècle dernier {N. aeta 
Pttrop., 1. 111). M. Ghasles a ensnilc étudié les propriétés de 
cette conique géoœélriqaenieat, et M. Gudermaun, parla 
voie analytique, en faisant asage des coordonnées sphériques. 
Le célèbre professeur de Munster a donné le premier la rec- 
tification de l'ellipse spbériqae en la faisant dépendre d'une 
transcendante cUipliqoe de troisième espèce {Crelle, t. XIV, 
1835, en latin). Sans le présent mémoire, M. Tort(dini s'oc- 
cupe du même objet, eu faisant usage des cowdonnees reo- 
laognlaires ordinaires, et, par une belle analyse, il étend 
ensuite le théorème de Fagnano à l'dlEpsesphèriqae, et celui 
de M. Chasles snr les arcs lemblablei ; mais la diffirenoe des 
arcs lêmbltàtlei elliptico-4phériques est nn arc de cerde 
[T. p. 12 du Mémoire). L'auteur donne aussi les équations 
ponr la bîsseclionctla irissectioo de l'arc. Nous ferons ob> 
serrer qne les moyens géométriques employés pour démon- 
trer le théorème de M. Ghasles dans l'ellipse plane, sont 
applicables k l'ellipse sphiriqne (iVoue. ^nn. , III , p. 506, 
1844), et peat4lreà une ellipse yAwiAtfiM quelconque. 
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GRAND CONCOURS (1847). 
HaâtémaUquei éUmeniairet. 



Soient donnés dans an cncle une corde KK' et na dianèlrc 
un' perpendicnlatre à celte corde. 

D'an poini O de la circonférence on mène deui ligncg anx 
vxtrémités da diamètre cl deux li^es aux extrémités ie la 
«orde. 
Il l'agll de prouver que la somme des projections des deux 
■ fone OKdes deux aaircs, est égale A 
cette même ligne OK , et qae 
la différence de ces mêmes 
projections est égale à l'aulre 
ligne OK', c'est-à-dire qoe d 
^ ' el t^' étant les pieds di's per- 
pendiculaires abaissées des 
^ extrémités du diamètre sur la 
droite OK, on a 

1" Od+Off=OK, 
r 0d — 0d?=:OR'. 

PREHIRR FBIX. 

¥AK H. aABS&& ( HIOBAHI» ) . 

Kfic isjalllgtl«l«,IThAripil,préiCaDslanllaoplc (Turquie d'Burapc I, 
■ étèn iRleriK da \jeèa D«>carlei , claue d« H. Liannel. 




Pnrfongeoos les dr(Htes Ud, H't£ jusqu'à la rencontre do 
la circonférence aux points M, N, el menons les curdes MK , 
MV, ND. Les drùles MD, NU' élaat parallèles comme per- 
peadicDlaires à une même, droite OK et les angles UMD', 
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_ 82 - 
DND étaot droits comme inscrila dans des demi -cercles, U 
figure OMiyN est un rectangle , et les cordes MD*, ND sont 
égales et parallèles entre elles , et égales et paraUèles k dd ; 
doDC on a : 

(1) arcKH=arcOD' 
et (i) arcDK=:arcDKVarcON. 

Cela posé, t' ponr établir la rclatioD Oi^-|-0</'=OK, 
c«nine oo a G^=Qd-\-d&., il mlflt de démontrer qoc 
(W=rfK. 

Les triangles rectangles KMf2, OD'tf ont les hypotéoases 
KM et OD' égales, comme sous-tendant des arcs égaux (1) ; 
de plus , les cOlés M(< , D'<f sont égaax comme opposés dans 
un rectangle ; donc le troisième cOté (K du premier est égal 
an troisième c61é 0^ du second. 

Jîentaryw. Cette démonstration ne snppivant pas qne le 
diamètre Mtf soit perpendiculaire i la corde KK', la première 
pwtio da théorème est vraie , quelle qae soit la situaliOQ 
rdaliye de ces deux droites. 

3* On a 0<^- 0<f = d^= DN ; donc, pour éublir l'^alilc 
0<2 ~ 0(f= OR', il suffit de démontrer qu'ona DN =0K'. 

Or, arcDK'=arcON(2]i ajoutent de part et d'anlrc un 
même arc NK', il Tient : 

arcDK'N=arcOKK'; 
donc UN = OK'. 

/lemar^ue I. Soient Oi, 09^ les projections des droites OD, 
OB' sur la direction de la corde OK'. Les triangles rcetsnglcs 
OUd, OhS ont rhjpotéautc OD commune et les angles aigus 
OOdf "DOè ^aux entre eux comme inscrits dans des seg- 
ments égaux; donc le cdié Od=OS. On prouverait de 
même qnc 0^=Of ; donc 

'0) + 0S' = Od+0d' = OK, 
(ji— W=:0./— 0^' = OK'. 
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Cl» égaillés montrent que le théorème n'csl plus vrji dma 
le se*s direct de son énoncé , lorsque la cordcOK', sur la di- 
rection delaqoello oa pnf ette les droites OD, OD*, ctl située 
<â|it 'iéftïiëre d'au même c6té du diamëire DS' ; cnr alors )■ 
«omiDO des projections OS, OJ', au lieu de leur différence , 
«st égale à l'autre cordo OK , lundis que la diflërcfice do ces 
mêmes projections, au lien de leur somme, est égale à la 
rorde OK'. Mais l'énoncé s'applique àtoos les cas, si l'on 
regarde comme positive IobIc J>ryjeclion, (elle que Ocf ou Otf 
dont la seconde extrémité i^ située du même l'Aie du point 
O que l'autre eitrémité K de la cordé OlC i laqocllo ille 
M rapporte; et, comme négative, toute. [>r<^cction , telle 
qneOô', dont la seconde extrémité estsitHÙiidé l'aoirc côté du 
fiointO par rapport à l'autre extrémité K' deiacerdc OK'. 

Oenarque IL Les mènes constructiOHS et lés inémoa rai- 
sonDcmenls étant applicables à une iwûiIob quelconque du 
pwQt O aussi rap[fft>cfaée qu'op vo^idra du l'un, des points 
D, ly, K, K', le théorème est cocoro vrai lorsqu'à' la Umili; 
.il coïncide avec un de ces quatre poiots ; ce qui- d'ailleurs 
se Térifie inunédiatoment. 



SUR L'EMPLOI DES »GNES +, — EN GÉOMÉTRIE. 

9AB. K. A. BÂXLLXOmm/T. 

ir *a licta da Hooeo. 



MM.Briot et Bouquet, dans leur' Géométrie analytique, 
ipagt^lôS, 164} donnent cette nouvelle forme auxénoiués 
lit' deux théorèmes connus et de luurs réciproques : 

/. Si mr les trois câléi d'un triangle, on prend trois poinli 
teU,qiie le produit de Iroit segment» non eonsicutifi soit égal 
au produit des trois autres, les trois droites qui joignent cet 
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point! aux mmtneli opposés passent par un mime point; ti 
réciproquement. 

II. Si nfr Je» (roi» eôlés tTun triangle on prend trois pointe 
tell que le produit de trois segments non eontéculift toit égal 
et detigne contraire a» prodml des Oroisaub-ei, cet troit points 
Êimt en ligne droite, et réciproquement. 

C'est admettre implicitement qae sur une droite Itmîléc, 
lont segment couplé à parlir d'anc cxlrémil^ en marclianl 
vers l'adtre est pris posilJveinenl; que toal segment complé 
«n scDS contraire est pris négatircœcDt. C'est d'ailleurs la 
r^lequc leorsaatoars Appliquent k In proportion harmo- 
biqoo, an rapport enharmonique , ele. 

Ces noQveanx (énoncés, <{ui comprennent évidemment les 
anciens, seront cerlainrment utiles, de qnetqnc manière que 
se présente le système de trois points pris sur les rdtés d'un 
triangle, soit comme élément dans le courant d'une démons- 
tralion, soit comme conclusion. Ces dcni cas s\ilA-cnt 
simultanément dans rexemplesnivantrclatiràrhexagrammo 
de Pascal. J'y ai été conduit eo examinant, dans li- arclc 
seulement, le cas d'un liciagune de forme quolmncine 
inscrit. Je coiisidércrni cependant une conique qucininqne, 
en remnrqtima que, si la démonstration du lbéorèn)e de 
Carnot nécessite pour les coniques l'emploi des coordonnw'S, 
ell<> ne ra pas au delà do la plus simple géométrie pour le 
cercle. 
I . Le théorème de Carnot peut s'énoncer ainsi : 
Un polygone de n eûtes étant tracé sur le ptand'une courbe 
du m*^' degré, et chaque côté coupant la courbe en m points; 
lu produit» P, P' des segmente aimptés à partir des sommets 
jusqu'aux pointé de .rencontre , en parcourant le polygone 
Sabord dan* un sent, puis en sens contraire, sont égaux. Ils 
sont de mSme signe ou de signes contraires , suivant que te 
produit mn eut pair ou impair, -p" = (— l ) ""P. 
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Puur le (Ms du cercle el d'un Irianglu on aura F= P. La 
géomélrie le jiruavc compIclemcDt. 

11. Comme casparliculrar eu géométrie analytique ; cumme 
géncraiisalKHi du Ihcorèmc de Ploléaiéc ou géomélrîc élé- 
inenlaire, on trouf e : 

Un polygone ieucôléi éUmta>upé par m droUe$ , k$ pn- 
ibùtt P, ^'des iegmenU eompUa à partir des lommeU jusqu'aux 
pointa d'inienection en pimourant U pah/gone d'abord dont 
Hit tem puit en sent contraire , sont égaux. Ils ont le mime 
signe ou des signes contraires, suivantque m ti est pair ou impair. 
P' = (-I)-P. 

Pour un Iriangle coupé par Iroîa transversales, on i 
P' = — P. 

Soit maiolenanl un bcKagunc qaclcooque H inscrit dana 
nae conique (*]. 

Snil AUC le Irian^ln obtenu en prolongeant jusqu'à Icun 
rrncuntres trois côiéa non copsérutirs (1), [3;, (5% Ils sont 
coupés en neuf poîgis ■■ ",0.', a" sur DU; p, ^', ^" sur AC; 
J, ô', J'' sur AB par les trois autres cotte (2) , (4), (6).— Sur 
ers neuf points, six, par exemple ?, a', p, P', d, J*, sont les 
sommets de l'hexagope ou les points d'intersection do la co- 
nique el du triangle ; les trois autres points "", ^', V, où se 
coupent respectivement (1) et (}}, (2) et (5), (3) et (fi), sont 
veux qu'il faut prouver être en lijjne droite. 

Or, ea vertu des principes précédents, on a : 

&ê. Af. Bi. B>'. Cp. Cp' = A?. AP'. BJ. B^. t>. C^'. 
Ai. A¥. Ai". Bï. BA BA CjB. Cp". Cf." = — Ap. A?'. A^". 
W. B-;'. Bi". Co. C«'. Cx" [ d'où divisant , 

Af . B>". Cp"= — Sp'. W. Ca". 
O U iMMar Ml piM de dira i« Otate. 
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Ce qui ne bisse (dus aacuii doute §ur la poailion des Irai» 
points a", f.", S". 

Si inaiateoaDt «b eiRmine attentirnnent les dénuinstra- 
IMHU donniM dans les livres les plot estimés, même dans la 
gioméiric de position, on se convaincra que, hors le cas 
d'un besagonecoBVexc, i^'eat pu évident que les trois 
pointa soieai en ligne droite plulAl que sur trois droites con- 
«onrant oui ■omincti do trian'e «nployë plus haut et 
MiiguéparABC. 



CONCOURS DE 1847 (t. VI, p. 377, fig. 56) <•). 
Solution analytique. 



VAH V. PntVf>TXL, 

t\én dH Ijrcée DesoarlM. 



I. La solution de la question parait devoir <!trc sioiftlifiée 
en prenant poor axes des coordonnées deux des iMi» du 
triangle PQR. Soient donc QR l'axe des x, et PR l'axe des^. 

Représentons les longueurs des cdtés QR et PR par 2p et 
2q, et l«s distances de l'origine R aux points de coatacl de 
la ligne du second ordre et des axes , par « et ^. , 

Ceci posé, l'équaiion générale d'une ligne da dcuxiéoie 
ordre tangente aux axes, est 



<!} 



(^)V^-^+(!)'-0)-<!)+'='' 



II. Pour exprimer Joules les conditions de l'énoncé, H 
faut indiquer que le c&tc PQ est langent k la courbe (t ) . 



t') DiDi II Dgufe a rcmpUcei C pu t < 
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La coodiUoD nictewre et snffiunte poiv qoe la ligne 
y =Aix-J-n soit tangente A celle courbe , est 

[''-^][K''+^)"-H"-:)'-"]=»- 

Cette ^lité peat être eallsEaite de deax maaières, soit en 
anDiilant le premier facteor, soit en annulant le MCMid. Dans 
le |H«iBier cas, la courbe est rem^darte par deox droites j 
iMMU laisserons donc ce cas à pari , et annnlant le second 
bdear, nons aorons la relation 

<») Î(b+.Î)''+(t-0»-=»- ■ 

m. La droite PQ a pooràpi^tion 

Sorvotn-Doos de la relalioB (2) pour exprimer que cette 
droilo est tangente h la courlie )»oposée, et remplaçons m 

par — - et n par 3? i on trouve alors •- 

<») 'ip'(»+^)-K'^+|)+'=»- 

ou 

'[K)'-g+'[(''+4)-i]+'=»- 

Posons , pour simplifier t 

■ (»+^>-r''' ■ 

et la relalton précédente devient ; 

W /KÎ+îP + l=0. 



d=,Googk' 



IV. Lesçoordoniiéciides poîDlB A, 0, Csont 



c x=p; y — q 
e( le» éqaattons des droitefl Afi, AG, BO 



Al 

ÂC 


-V- 


BC 


r—q. 



y. OésignoDB par M, M', M* les coeffideols angolm'rw 

des droites Au, Rb, Ce-, commo ces droilcs passent pnr les 
pointa A, B, C, lenrs équatfbns seront 



Ao 



Ce 






Ces droites sont tsDgcntes à la ligne da deniièœe ordre, 
donc leurs cocfiScicnts doivent satisfaire ft la relation (2) : 
CD IrouTcra ainsi pour déterminer chacun de ces cocfBcieots 
ano équation da deuxième degré; l'une des radnesestla 
valeur cho'chée, et l'autre est le coefficient angulaire de 
l'un des ctttéa du Iriaugle PQR ; ces coeificieuts sont connus. 
On peut donc supprimer les racines correspondantes, et en 
définitive , on trouve : 



(ï) 



pour Afl ;,PM +2(^ — 1^ = 0, 



pour hb 2M' i — 1 1 + îQ = , 
pour Ce PM''+Q = 0. 
JV. La recherche des deux premières relations n'offre 
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BOCDDC difficulté ; on rempUco dans l'eipression (2) m par 
M oa M' el » par —"Mp ou par 9 : on supprime dans le pre- 
mier cas le facimr Itt. 

Four la troisième relation , on remplace m par M" el m par 
q — M"/7, et on trouve : 

^(b+i)(m'>^;_(«:-1)(„>-,)-m-=.. 

Posons 'M"p-i~q:=:ti, el mcttCHis à la pluce de M* la va- 
leur en fonction de N, on aura : 

+.(B+lW-^(i+l)+2=o. 
Multiplions par Sp, itous aurons : • 

Mais l'équation (3) prouve que leterme indépendant de N 
est oui ; le premiw membre est ainsi divisible par N on par 

Wp-\-q; si OD égale ce facteur à 0, on trouve M" = — -, rc 

P 
qui vérifie le résultai que nous avions annoncé. Le coeffi- 
denl do N' est évidemment égal à P, doue l'ëqaation devient : 

Or i'équatioD (3) nous donne encore : 

C,.;,l,ZDdbyG00gle 



Donc le lemo îMdépeodaDt de N est égal k — '21 - - ^ ]■ 
R«oplnEOBS N par T/Vp-^-q, noas amOBS : 

et enfin 

VII. Gbercbons mainlenÂit les coordonnées des poinlsd, 

A, c: en 9eserTaat(le8éqaal)Oas(5)e((6), onobUenl: 



. Pour a X 


=p+l 


3',= 


=?• 


POOT b X, 

Poor c X 




^1= 


P^-H 


Os.trois poinU seront 'en ligne droite 





1 
pum 



r.-r. pvniL'+gffii+w 

A l'aide da éqaaIioDB (7), on déduit : 



qUi = _ i 
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•-M] 



,[_$...!ti] ■{ •■-^■(H 



.{4;i]' 



-rHM" 

/■M'L '■ 

a-, — X, j:, — j-, 



THÉORÈME 

Théorème. Le nombre des poiats intériouri d'iatersooUoo 
des dikgMiales d'an pol/g:one couvexc est ^I au nombre 
des sommets pris fudlre àtftuitn ('). 

Diman^aAon. Je remarque d'abord que si je savab 
poser do oomln-e des points d'intersection formés par un 
poljgone de m — 1 c6tésau nombre des poiats d'intersection 
Tormés par le polygone de m cdiés, comme le goRdrilatèrc 
n'ayant que deax diagonales a an point d'intersection, je 
poarrais de là m'élerer an nombre des points d'intersection 
Tormés par an polygone de doq cAtés , puis en six et généra" 
lis» la formule pour résoudre le problème proposé. Nous 
avons donc d'^iord on problème auxiliaire à résoudre. 
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Pour cc-la soit proposé 1« pulygoDC coovcxe ABCDEF, 
Bg. 25, de n cAlés Cl désignons par P, li oombre d^-poinls 
d'ioicrscclioa. Dans eu polygooc menaiil la diagonale FB, 
quiséparcletriangloFAB, jenomme A opposé àBF, lesom- 
inet extérieur ; il restera, le polygone FBCDE de n — 1 oôlés 
et qui donnera un certain nombre P,^ de points d'jntersec- 
(ion. Si je joints AG, je séparerai de mémena triangle ABG, 
oiiB est sommet extéricor, et il restera un polygone de n — 1 
<4tés donnant aussi P,^ intersections, et comme il y a nsoœ- 
mets j'aurai n fois P,^ intersections. Or, si je considère la 
formule -{- n P,^ je remarqoe facilement que tous les 
pt^nts d'intcrsectiou des diagonales du polygone donné s'y 
trouvent, mais qu'elles s'y trouvent répétées plusieurs fob. 

Voyons ilonc par quoi il fauldivisrr «P._,. Un point d'in- 
tersection est donné partteus diagonales et chaque diagonale 
par deux sommets^ donc un point est donné par quatre 
sommets. D'apréscela , il est facile do voir que œ point se 
iroUT^a dans tous les polygones de n — 1 c6tés dont le 
triangle séparé n'a pas pour sommet extérieur l'un des 
quatre sommets d'où dépend le point considéré. ^înri es 
point d'intemclion ae trouve dont n — 4 polygones de n — l 
eôtéi. Donc dans la formule n P,_ chaque point est compté 
n— 4 fois. Ainsi, nous aurons le nombre des points en divi- 
sant n P,^ par n^. 

ou bien (m—*) P, = rt P^ 

et de là (n— 5)P,^ = n— IP,-. 

(«-6)P^=n— 2P,^ 

2 P, = « P, 
1 P, = 5 P, 
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- M^- 
lnnUi|))ianl par ordre, il vicni : 

1.2. 3. 4P.=n. n— l.n— 2. n— 3.P,i mais P. = I 

. _ n.n-l.n— 2.«— 3 , , 

Obtenmtûm I. Le nombre des diagonales e»l 
n (h-3) ^ 
2 ' 

le nombre lotal des inlerscctionii, tant inlérieuros qne hors 



total le nombre des pmntsd'inlerseclion intérieurs, il reste, 

réduction faite , pour les points d'interaectioD extérieurs 

n+l.n.n — a. n-4. 

3. 4. 

Observation IL Los mêmes théorèmes subsistent pour les 

polygones sphériqucs. 



RÉDUCTION 
ifMtt fHMfwfa/um de M. Cataltm au postutatum (CEitelide. 



Deux droilei indéfinie» étant situées dans un mime plan, 
si te première a deux poinlt situés de côté et d'autre de la 
seeonàt, elle rencontre celle-ci. 

■ Cette proposition, ■ dit M. Catalan dans la préface de 
sonTraitéde géométrie,* cstaossi îraporlantc que le famcus 
' pMiulatam d'Enclidc ; cependant on l'admet sans scrupule, 
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• et l'on fait bien, aflcnda qu'en géométrie, comme en toute 
•' aatrc branche des connaissances hnmaincs , il existe on 
- ■ petit nombre de proposUii>ns dont la vérité ne paraît pas 
- conUKtsble, et qui néanmoios ne peuvent être démontrées 
■ d'nne manière rigoureuse. ■ 

Je croisquc l'opinion exprimée par M.Calalinoffreqnctqoe 
danger -, il serait assarément Irés-regrei tnble que l'on étendit 
sans une absoloobécessilë le nombre des vérilés non soscep- 
' ttblesd'éire démontrées. C'est ecquc lesanciensavaientparT 
foitcment compris^ aassi en ont-ils resserré le cercle le {ihis 
qg'il Icnr a été possible, et les barrières qnilcs ont arrêtés sont 
les mêmes qui nons arrêtent encore. L'admiration que let 
éléments d'Eoclide ont ezciléo et exciteront loujours, vient 
pcDt-étre moins de rcnchafnemcot des propositions qtie da 
petit nombre de principes d'udo é?idcnce inoonlestée qui 
servent de fondement à cet impérissable édifice. 

On trouverait diilicilcment, il est pent-^tre impossible 
de formuler aajonrd'hni une proposition qni ne puisse être 
démontrée avec le seul secours des principes et des axiomes 
snr lesquels repose la géométrie ancienne. Je vais faire voir 
que l'énoncé do M. Catalan est dans ce cas. 

A et B (le lecteur est prié de vouloir bien faire la figure) 
'étant doux poinis situés de part et d'autre de la droite L, il 
s'agit dedémonlrtr que la droite AB rencontre nécessaire- 
ment L. On voit bien qu'en faisant tourner autoiur do A 
une droite Indéfinie, die ren:x>ntrera nécessairement le point 
fi itans qndqu'nne de ses positions. Comment démontrer 
qu'alors elle rencontre la droite h? C'est U toute la difficolté. 

Il est bien clair que si l'on pouvait déterminer deux points 
P, Q sur cette droite, tels que B se troav&t dans l'angle 
formé par les droites AP, AQ . celte difliculté serait levée, 
parce que la droite mobile, en allant de la position APàla 
IMMilion A.Q , ne cesserait pas de rencontrer PQ ou L , et 
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{naBenùl par B dani ddr poailioD inlcnnédiaire. La qocation 
se rédoil linsi à délerinmer deux pointi P, Q tête qnc l'angln 
PAQ oootieniie le point B. Celte recfacrcho dépend des deux 
lemmes suiTanls. 

1" LmMB. DaOM le triangle itotéle lenatgleaadjatenU à la 
htietontaigu». 

On uil que cea angles soni égaux entre eux , et qae la 
médiane qui aboutit au loilieu de la base est perpcndiculairt! 
i celte dernière. Si ]ca aagics dont il s'sgil étaient obtus, 
les prolongements des cOtés rormeraient avec la même base 
des angles aigus du côté de la médiane prolongée, et, en Tcrlu 
V 4n pogtalalom d'EucHdc , iraîcnl rencontrer cctie médiane 
en ao même point. On pourrait donc aller de ce point au 
MHnmet par trois lignes droites diŒèreDtea, la médiane* elles 
dCDX côtés, c'est-à^ire qu'il j aurait cnire deux points 
idoricnrs lignes droites distinctes, coniraircmenl à un 
axiome ennnn. 

Ces angles ne pcavent pas être droits , car en prolongeant 
la médiane d'une longueur égale à elte-méme , et joignant 
te point ainsi obtenu aux cxlrémités de la base, on aurait nn 
Bonveaa triangle égol au triangle proposé , et les cdlés do 
l'tu, k cause de l'hypothèfc admise, G<>raient les prolonge- 
ments des cAlés de l'aulre. On retomberait ainsi sar le cas 
préoédeot de trois lignes droites distinctes Urées entre deux 
poiots. 

Dooc tes angles à la base du triangle isocèle ne sauraient 
Mre obtus, ni droits j donc ils sont nécessairement aigus. 
C.Q.F.D. 

CoKOixiiu. Dan» te triangle rectangle, tes ongltt adjacenti 
à n^fpQtémue lopt aigus. 

Car le triai^le reclaagle peut toujours être regardé 
comme li moilié d'nn triangle isocèle ayant poarbasc 1& 
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donblo de l'un des i-dlés de l'angle droit, et pour médtaiW 
l'eatre cOlé, et c«la de dcax manières différentes. 

2* Lhme. D'un point pris hon d'Une droite, on peuttow 
jowi abaiuer une perpendiculaire *ur celle droite. 

Oâ recotinatt sans peine qae la démoostraUon de cette 
proposition est prëseotée par les autcqrs de manière à sup- 
poser l'admi&jiou du po$tulatum de M. Catalan^ il faut donc 
la changer ici. 

A étant le point donné liors de la droite et P un point do 
celle-ci pris à volonté, joignez AP. Si Jesdeux angles fonnéa 
au point P de part et d'autre de PA ne sont pas droits, portez 
du côte de la droite où est l'aagle aigu PQ = PA, et tires I 
AQi le triangle PAQ sera isocèle. Faites tourner ce triasgle 
autouc de PQ de manière à le placer en PBQ , je dis que le 
point B tombera dans l'angle PAQ. Car les angles PQA, 
APQ sont aigus, le premier d'après le lemme précédent, le 
second par constrtictioni lesangles APB, AQB, égaux re^wc- 
tiveoieul h 2APQ, âAQP, sont l'un et l'autre moindres que 
di-ux angles droits. D'où il résulte que PB, QB sont, par 
rapport aux côtés AP, AQ et à leurs prolongements du 
mémo cAté que PQ. Doue le poinl B est dans l'angle PAQ. 

Cela posé, si une droite indÉtinie se meul autour do 
sommet A de- cet angle, et va de la position AP k la position 
AQ,elle rencontrera nécessairement le point B dans une cer- 
taine position intermédiaire ; et comme celte droite traversera 
toujours PQ pour sortir dn triangle APQ, il s'ensuit que la 
droite AB rencontrera nécessairement PQ. 

On démoutrerail , comme à l'ordinaire, que AD est per- 
pendiculaire sur PQ , etc. Donc on peut toujours d'un point 
pris hors d'une droite abaisser une perpendiculaire sur cette 
droite. C.Q. F.D. 

Abordons maiotenaol la proposition qui forme l'objet de 
cet article. '•' 
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THÉoKiiiB ; rVux droxtn indéfinies étant tittUea dam a» 
mime plan , n la première a deux pointi lituéi de eôlé tt 
d'autre de lauconde, elle rencontre ctlle^. 

En effel , des points A , B tiennes sar la première droite 
de part ft d'aatre de la seconde L, j'abaisse sur celle-ci los 
perpendiculaires AP, BQ. Si Ica pieds P, Q de ces perpendi- 
cnlairos ne coïncident pas, je tire MQ, BP. On ap^çoit de 
suite qne le point B est dans l'anglo PAQ, car chacun àa 
angles APB, AQB, composé d'un angle droit et d'an angle 
aigu (CCM-. lemme t"] esl moindre que deux droits. Donc la 
droite AB coupe néccssaimncnl PQ. C. Q. F. D. 

Note. Une ligne plane infinie partage le plan en deux 
régions infinies, dont la ligne Torme la frontière, est la 
limite cummanc. Denx poii)(8 sont dits situés de côlé et 
d'oitAv de cette limite, torsqac pour aller d*nn point à l'autre 
sarnncfaonincontiDQ, Il faut traverser celle limite. Si l'on 
reot se rendre compte des mots que l'on prononce, on ne 
pcnt atlacbcr un antre sens à celte location, de cd^efd'auire. 
S'il en est ainsi, je ne com^nds pas la nécessité et même 
les sujets de ces divers ibéurèmes. Que dirait-on de la pro- 
portion saivanle? Deux endroits son t siluéi de caié el d'autre 
de l'Océan, démontrer que pour aller de l'un à l'autre, il 
faut traverser l'Océan? Il 7 a encore d'autres propositions 
de ce genre auxquelles je ne comprends rien. Ainsi des 
géomètres démontrent sérieusement que poar aller d'un 
point situé dans l'intérieur d'nne circonférence à un autre 
point situé h Ctxlériew, il faal traverser la circonférence. 
Que signifient donc ces mots intérieur et extérieur d'une 
enceinte, sinon qu'il faut percer l'enceinte pour venir de 
l'an il l'antre? En malbématique il n'est pas excessivement 
raie de voir détnontrer des définitioni ,- c'est chose ordinaire 
en philosophie. 



UN. M ■»■(■. VII. 



by Google 



SOLUTION DE I.A QUESTION 156 (18*7, p. 394]. 

PAK K. VAUK SaaHBT. 

(Ltc«< Mmi», "I"« «I» " VINCENT.) 



Lo lieu gcSomélriquc doj projection» orlhogonalcs dn 
ccolrc de la Icmnilcalc do Bernoulli sur les tangentes a pour 
équation polaire 

^ = «ico«Ç (W. HollcrL.). 

iMm«».(roH«n. L'équation polaire de la temuiscate de 

Berooulli est p = a ■ cos' 2tD. 

Soit P la projection orthogonale du centre de la courbe 
sur la tangente au point M. 

Soit OX l'axe polaire , et posons CM =/ i MOX = » i 

op=/;POX=». 

Appelons . l'angle PMO ; on sait que l'on aura , 

f 
'■°8"= ^dérivée de f'' 

Or, 

— WSIUM .COSM _ 



00 sart donc : 

COS 2 m' _ ^ 

D'où il i«t qa<- l-a»glf . csl le «>tiipWn.cut de r.ngic 2«', 

C,.;,l,ZDdbyG00gIC 



«MB l'angle K est mssA le complément de l'angli; POM , 
donc auf. POM = 3^'; el de plnsu = -<»• 
Or le triangle rectangle PUM donne 

^ = p'.O08POM=p'C0Sj<o; f' = a\/ COS ^i 

on a doDG 

p=:acc»'.-ut, ou bien |^ = a > cos — poor l'éqaation 
dn lien cbercbé, c. q. f. d. 



SOLUTION DE LA QUESTION 170 (t. VI, p. 454). 
FAR M. PADl. BKBHBT. 



abe, ARC ^tant dcaz Iriai^les reotilîgncs silnés dans lu 

Brime plan, les quatre sommets b, c, B, G étant fixes, on 

dunoe la relation 

ab ac ' I 

_ = -=co»u,nle = -. 

Si le sommet a décrit une ligne plane algébrique divisée 
paf la droite bc ea deux parties égales et symélriques, le 
sommet 'A décrira nne ligne du même degré, divisée en deux 
parties égales et symétriques par la droite BG (Jacobi). 

Démonstration. Sans changer la nature du lieu décrit par 
le sommet A, nous pourrons évidemment transporter le 
cdié BC sur le côté bc, de manière que leurs directions coïn- 
cident , et que leurs milteax se trouvent au nUïmc point o 
que noos prendrons pour origine des coordonnées recloi^nT 
laircs, be étant l'axe dcsx'. 
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Soienlflfr = oc=<ii oB = t>C = ii; jr.j' iM «Kardonnée» 
da point a ; a/, y les coordonnée» du point correspondant A. 
O'apr^ l'énoDcé de la qaesttwi l'égoation du^iea des points a 
sera de la forme 

c'esl-ft-dire qa'die ne craliendri que des puissances paires 

Or on a : 

'aP=lx—a)'+y ; â?={jc-(-*i)'-hy' 

ÂB'={x'-«)-+y'; Âc'=(*'+«;+y. 

On aura donc, d'après l'énoncé de la question , les denx 

égalités snivanles ; 

{2) ix'-«)'+jr- = m'[x~a)\+my ; 

(3) (j:'+„)'+y' = m'(x+a)*+my. 

Retranchant (3) de (3) membre à membre, l'on trouve 
iix' ^ içm'. X , d'où 

{a] x^=nx^, en posant b= —7- . 

Remplaçant x par na^ dans (2), on eu tire : 
, _ (^x'—af'~m'(nj:f—a)'-\-y'' 

ou bien 

{b) j"=Ly'+Rli^+Nx'+P. 

Portant ces valeurs de x «Ay* dans l'éqnation (1), nous au- 
rons: 

?(«yV"4-Mx"+Nj::-J-P)=0 (4) 

pour l'équation du lieu du sommet A; on voit que celte 
équation est du même degré que l'équation du lien dn 
point a, el qnc , comme celle-ci , elle ne contient qoe des 
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puissances pairtu de l'ordonnée y", ce qui moatrc que lo 
liea des sommets A est divisé par la droite BC en deux par* 
lin égales. 



SOLUTION DE LA QUESTION 171 (t. VI, p. 4&5). 
*AH H. PAn HB&BVr. 



Théerèmx. abcd, ABCD élant deux tétraèdres, les six som- 

meU b, c, d, B, C, D demeurant fiies , on donne la relation 

ab ac ad ,1 

•r= = tt; = -77T = couslante = — . 
AB AG AU m 

Si le sommet a décrit une surface algébrique , divisée par 
le plan bed en deux parties égales et lymétriques , le som- 
mel A décrit une surface du même degré , divisée de même 
par le plan BCD eu deux parties égales et symétriques (Ja- ' 
ooU). 

Démmulration, Sans change la nature de la surface dé- 
(tïte par le sommet A , on peut faire coïncider les plans bcd, 
fiCD> et de plus les disposer de manière que tes directions 
des cAtés bc, BG odncident et qu'ils aient leurs milieux au 
mtae point 0, que nous prendrons pour origine des coor- 
données rectangulaires, bc étant l'axe des x, et le plan 
bed étant le plan des xy. 

Soient o&=oc=a; b, e les coordonnées du point a suri* 
phn:^. 

Soïeot oB=oC=a; e, 7 les coM-données du point D sur 
le plan xy. 

Soient .r, y, z les coordonnées du point a, dansl'uoe qnel- 
anqne de ses positions, et soient x',y^ s' les coordonnées 
do point A dans la position correspondante. 
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L'éqn.ition di' )i) surface drcrîtr pnr le point a sera do la 
fortac 

cl4'ou aura, d'après l'éDoncé du la tjiusliuu, les Irub ca- 
illés sui¥aiilcs : 

(■2! (a:'~a)'+y4-ï'-=m-(jr-<ï)'+my+m's*; 

(3) {a/+«)'+y"+»''=m'(x+a)--f «y +mV ; 

(4) (x'-«r+(j''-7)'+ï;"=m-(j:-ft)*+ m\y-c)*-\-nCz\ 

Bciranchant (3J de [^, on oblient : 43j;'=4M*(ijr , d'où 
[«) a;==nx', en posant ii = -4-. 

RetraDchaol (4) de (â], ou ufaïk-ut : 

+ 2ni'cj'+'""(a'— i.'~c"). 
Or de ceilv égalité eu ^, remplaçait j: par sa valeor (n), on 
(irera uoe égalité de cette rorme 

Enfin , remplaçant j: et ^ par leurs valeurs (a] el (&) dans 
l'équatioD (â), on ea tire : 

Donc enfin, en remplaçant x,y, z' parleurs valears(ii), 
(A), (c) dans l'équation (I) , nous aurons : 

(5) »(7u:', Ax'+By+c, Mî"+elc...)=0 

pour l'équation de la surface décrite par le point A. Or 
cette équation est du même degré que l'équation (1), cl , 
comme cette dernière , elle ne contient que des paùsanccs 
paires de s', d'oti il suil que , eu outre , le lieu des points A 
est divisé par le plan ItCD on deux parlics ^alcs cl sjmé' 
(rii^iKS. Diinc le thiVircrae est démniiirc. 
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SOLUTION DE L\ QUESTION 172 (t. VI , p 454), 



PAR M. BX. I^FOHaX, 

ËMtb iD CoUit» mlliMire de La néelie. 



Probtéau. Étaiil donnés un arc et sa cordo, trouver le 
njon (Vincent). 

Fïg. 36. Setution. Sopposons 1c problème résolu , d 
soit OB le rayon du cercle cherché , AB la corde donnée, 

que je représente pur 2C, eL Ar/ill Tare que je représente 
par 3A. DécriTODB un cercle ooBcentrique avec un rayon 
quelcofkqnfl OD, et joignons les exirémités A el B de la corde 
AB au centre O. 

Los rayons OA, OB coupent le cercle OD, dont j'appelle 
It le rayon connu , aux pwnls C et D j joignons CD ; on a : 

arc Cl) arc AB 

^ corde CD corda AB 

Appelons S-r ta longueur CD et an la longueur dn l'arc GU. 
I.C triangle rectangle OlD nons donne ■r=RBin:g-. Mais 

oa a la proportion a: jc:'. A : C ; d'où a = -^ ; donc 

jr = R sin p^ ; on obtiendra donc x par l'intersecllun de la 

Ax 
"CR 

Je prends pour axes de coordonnc«>s des droites reclangn- 
lairesqui se croisent au centre O du cercle, et, du plus» je 
prends l'axe des abscisses pi^riJCiidicuUirc sur la corde GU. 
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Im bissccirhie de l'angle des axrs, qui fsl lu druile ^ i= j-, 
ttl (Xc'. ie vais cherdier les principales drconxtances de b 

euntlte x = 

on son. Tninimam , il faut que pour 1a maiimum on ail 

sin— SB I , et poQr le minimam , sln ~ = — 1. Donc le 

maximum de ^ est R , et son minimam — R. Menant 
donc ao cercle (R) deux taogentea parallèles i l'axe des 
abscisses, la cooi^ est tout entière comprise dans leur in- 
tervalle. Pour que ^ = R , nous Tenons de voir qu'il fanait 

que sin— = — I . Donc — = - — ■ , * élanl aasnjelli 

i <!tre entier, mais pouvant élrc pusilif ou o^alif , ou même 
dievenir dbI. De là on lire : 

x — -r • — ^ — . Faisons 8licec85ivemenl*=0=t™a.... 

et portons les longueurs (rourôcs pour x en OM, MM', 
M'M".... La courbe passe en G , G', G" oâ les perpendi- 
culaires à Vate des x coupent les parallèles k ce^se , les 
perpendiculaires étant menées par les points M, M'H^l'-.. 
Pour que l'on ait ^ = , il faut que 

Rsin^jj=0 ou rin^=0, d'où ^=*., 



A ■ 

Doos porterons sur l'axe dt s x les valeurs correspondantes 
oP, Pl*'....dex. Il est facile (le voir qui' les points M, M'..,.. 
sont les milieux de ces distances, [>ar K's expressions même • 
qui les ont données. 

Si l'on cherche le cocfEcienl angulaire de la tangente , un 
trouvera pour ce coefficient , que j'nppelle laDgw : 
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A Ajt 

PwsdUc, od volt qu'aux points G, G'.... la Ungcotc est 
parallèle k l'aie dei j:, e( qo'aui points O, P, P'.... on a : 

(angu = ± =■ , donc u >■ 45*. 

Décrivant la courbe par points, en donnant à j; des valeurs 
particDlièrcs , et en s'aidant di-s tangi'nlt>s que l'on déler- 
Dînerait pour plusiears point§ , on trouvera qu'elle coupe 
la bissectrice au poinl P ; donc, pour ce point on a : 

Par coaaitqaeni , £F, ordonnée de ce point , est égale à x i 
nuos portous celte demi-corde dans le cercle R en Cl , et 
nous la prolongerons jusqu'en U. Alors, joignant OD et OC, 
aou< mènerons une corde AB parallèle à D cl^aleàSC, la 
lODgnenr OB sera le rayon cherché 

Noie. II est pins simple de prendre R=:l ; construisons 
la courbe ^sin;r= :c ; aux valeurs de x égales ii ±7t ^ 
±.3k; ±37t.. ., etc. répondent des asymptotes qui com- 
prennent entre elles, alterDativemenl au-dessus et au- 
dosgOQi de l'axe des x, les diverses branches de la courbe i 
les maxima et mintma correspondent aux diverses valeurs 
de X qui satisfont à l'équation ;ir:= tangue (voir t. I, 

p. 247). Menant à la distance -^ une parallèle k l'axe 
des abscisses, elle coupera le système des courbes en une 
jnfiniié de points i on aura une infinité de valeurs pour 
X. Soit X one de ces valeurs , le rayon cherché répondant 
à celte valeur est ^. 

On peut aussi résoudre la question par une régie de fausse 
pOMiioD et par le retour des séries (voir p. 11). Tm. 
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SrK UNE COMQUE CIRCONSCRITE 

à âtu] points ou inierile à un pentagone. 



1. Lemme. Ginf| poinls étant dans nn même plan, daai 
Irois poÎDis quelconques non en ligne droite, il y en a au 
■noius quatre , sommets d'un quadrilatère convexe. 

Démonstration. Prenons quatre points, sommets d'an 
quadrilatère à angle rentrant ; prolongeant dans les dcax 
sens les six droites qui passent par ces points pris deux à 
deux , l'espace du plan sera partagé : 1" rn six régions fil- 
mées Irîlatères; 2* en six régions onvertes bitatëres; 3* en 
six régions oavertcs Irilalères. Faisant la figure, ileslTacilr 
de le convaincre par intuition que, dans quelqu'une de ces 
dix-huit régions qu'on place uo cinquième point , il rormers, 
arec trois des quatre points donnés , au moins on quadrila- 
tère convexe. 

]f . Théorème de Mabius. Qaq points étant situés dans an 
plan dont trois points quelconques sniil i>n ligne droite , il j 
a au moins quatre points, sommets d'un quadrilatère con- 
vexe ( lemme I ) ; par ces quatre points passent deux para- 
boles. Si le cinquième point esl situé 1° sur l'une des para- 
boles, elle est évidemment la conique qui passe par les cinq 
points ; 2° dans l'intérieur ou hors des deux paraboles , ta 
conique passant par les cinq points est une hyperbole ; 3° dans 
l'intérieur d'une parabole et hors de l'antre, la conique est 
une ellipse. 

Démonstration. Soient A, B, C, D, E les cinq ptrints, 
et A , B , G , D quatre d'entre eux , sommets d'un quadri- 
latère convexe; prenant O inlerstif tion des cAlés opposes 
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AB, CD puiir ur^ine îles coordonnées , BAO pour axe des 
r , et DCO pour axe des ^ , on anra pour éiiualton d'uPC 
conique passant par les quatre points : 

iDam cette équation, à l'exception de B, tnus les coeRi- 
cicats sont connus. Le quadrilatère étant convexe, A et 
sont de Diane signe ; les deux paraboles qui passent par ces 
quatre points sont données par la double équation 

Aj-' ± 2 |/ÂC arj- + Cj:'+ IV -I- Ex + F = 0. (â) 

Soient x', y tes cocH^lmnëcs du ciaqnièine point K et le 
prodaityy pucitir, alors on peut le sopprimer comme facleor 
dans les inégalités. Supposons ce point 1* âans t'inlérieur 
des deux paraboles (3), et sur la conique (1] ; remplaçant x 
et y par x\y, l'éqnalion {I) s'annule, cl l'équation dou- 
ble <2) donne deux résultats n^a/*/« (IT, p. 112). On a donc 
par soustraction, les deux in^alités 4-2KaC— *B<0, 
— 2l^ÂG-B<0 ; la première inégalité donne B>2|/ÂC ; 
donc la conique (t) est une hjpertwlc. 2* Le point est bors 
dn deux paraboles. Le même raisonnement conduit aux 
inégalité» +2V/ÂC — If > 0, — 2\/iC— B>0; op la 
seconde inégalité est impossible, à moins qne B ne soit noga- 
tif j alors les deux in^alilés deviennent 2W^AC + B> , 
— 2 VlJ^-\- L > ; d'où B > 2 \./Âtî ; ce qui donne en- 
core une hyperbole. 3° Le point est bors de la parabole 
(+-2l/Âc) et dans l'intérienr de la parabole (-2\/ÂC) ; 
ooâdonc 4-21-^ — B>0, — 2V'ÂC"— B<Oi donc 
2KÂG> B, et la conique (1) est une ellipse. V Le point 
E eti dans la parabole (-{-2\/aG) et hors de la parabole 
(-2\/ÂC) i on a donc -t-al/SC— B<0 , — 2(/ÂC-B>0i 
cette dernicrc iiiégalilv ne peut aubsisltr qu'avec B négaiit' ; 
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mais alors la première localité csl impossible -, duac ce cas 
uc peut exister pour J^y posiiir. Supposons maintenaDl le 
prodaK x'y' o^atir, et repassons par les mémrs bypotbéses. 
En supprimant le fadeur x'y, on devra changer le signe de 
l'inégalité ; ainsi , pour la première hypothèse , on aura 
2|/ÂC— B>0 , — aV^ÂC— B>0. Cette dernière inégalité 
est impossible, à moins que B ne soit négatif et qne l'on n'ait 
B>>2KAGi ce qui caractérise l'hyperbole. La deuxième 
bypolhèsc donne 2KÂC—B<0, — aKÂC— B<Oi donc 
cacœc B>aKÂC. L'hypothèse (3) donne aV/ÂC— B<0, 
— aV'ÂC — B>Oi cas impossible. Enfin l'hypothèse (4) 
donne st^ÂC— B>0 , — 2\/ÂC-B<0 ; d'où al/ÂC^-B j 
caractère de l'ellipse. Ainsi le théorème énoncé par H. Moe- 
bius ( Galcnl Barycenlrique , p. 382 ] est démontré. 

Remarque, Ce théorème est démontré par une méthode 
Uen plus compliquée , par M. Bman d'Odessa. ( Crelle , 
XVI , 215. 1835. ) 

III. On p«it aussi trouver l'espèce de la conique par des 
consIrnctiooB géométriques. Eo effet , au moyen de l'hexa- 
gramme de Pascal , on peut mener par les cinq points donnés 
A, B, G, D, Ë, des tangentes h la courbe non décrite, en se ser- 
vant de la r^le comme instrument. Ayant un pentagone cir- 
oonacrit, par la diagonala de Newton, on obtient cinq dia- 
mètres; mais deux suffisent. Si ces deux diamètres sont 
parallèles, la conique est une parabole ; s'ils ne sont pas pa- 
rallèles, leur intersection est le centre. Joignant te point 
an point de rencontre T de deux tangentes passant par A et B 
et soit I l'intersection de OT et AB ; si 1 est entre T etO, la 
conique est une ellipse. Dans toute autre position , la conique 
est une hyperbole. Si O est entre T et I , les points A et B ap- 
partiennent à deux branches différentes , et si T est entre 
et 1 , 1rs deux points A et B sont snr la même branche. 
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IV. Poar connatire l'espèce de la conique inscrite k an pon- 
lagooe , il suffit , par les diagimi^ de Brianehon , de déter- 
miner les cinq peints de contact , et le pr(d>lëme est ramené 
an précédent. 

V. Il soit do théorème de M. Moebias , que si cinq sphères 
de mémo diamètre sont posées au hasard sor un plan borizon- 
lal , il j a infiniment pins de probabilité que les cinq centres 
smt sur une même hyperbole que snr nne ellipse , et infini- 
ment pins'de prcdubilité pour nue ellipse qne pour une para- 
bole. 

VI. PriAtéme. Cinq pointa matériels parcourent d^anmou- 
Temenl uniforme donné , diffèrent pour chaqne mobile, cinq 
droites données dans un plan. Quelle est l'espèce de la co- 
nique passant par les cinq pointa au bout d'un temps assigné ? 

M, Paul Serret nous a adressé une démonstration du même 
théorème, très-exacte, mais moins directe et plus compli- 
quée. La marche est iuversc. On suppose qnc la coniqiïe est 
oneellipse, et on prouve qu'elle a tous ses points dans l'inté- 
rieur d'une parabole et hors de l'autre. Les discnssions, d'ail- 
leurs bien faites , sur les positions respectives dt- diamètres 
conjugnés dans les trois coniques, amènent des longueurs que 
l'on évite dans la méthode qnc nous avons suivie ('). Tm. 



BlfiUOGRAPHIE. 



Conu D'iBiTHHtriooK à l'usage des^élèvcs qui se destinent aux 
écoles du gouvernement ou à toute autre école spéciale. 
Par A. Gnilmin , ancien élève de l'Ecole Normale, proft.-»- 
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scnràParis. 1847. Ir-8% viii, 353. Chez Carilian-Gœary 
i'tV'DalinoDl, libraires, quai dcsAugustîns, n"39cl4l. 
Les géom6(rc6 qui lisent connaissent les beaux travaux , 
li>s ingénieuses et savantes conjectures de MM. Cfaisles ot 
VlnccDl sur l'origine de Qoiro ntunéralion cbiflrée. Ce sont 
de précieux matériaux pour l'histoire de l'Arilhmétiqae, 
sur laqaelle on possède déjà divers esaais , mais qui no pourra 
élre complète que lorsqu'on aura analysé les principaux oa- 
rragcs compiisés sur cette science, chez les peuplL*» qui l'ont 
cultivée. Ce serait une erreur de croire qu'il règne là-deisus 
une parfaite ouiformilé; elle n'existe même pas pour le 
iitmibro des règles rondamenialcfl. Nous en admcltonsquatre 
et les Indiens en comptent huit. Ainsi le premier chapitre du 
Lilavatieit une exposition du sysièmedes mesures, des poids 
et des monnaies, cl le deuxième chapitre contient, outre la 
numération décuple, nos quatre rigica et ensuite les quatre 
suivantes = élévation au carré, extraction de racines carrées; 
éléraiioo au cube , extraction do racines cubiques. On re- ' 
marque aussi des difTérenccs dans quelques procédés. On 
devra, pourqueccs analyses aient an intérêt vrttiment his- 
torique, distinguer les ouvrages purement didactiques de 
ceux qui ayant un but spécial , ont aussi une marche spé- 
ciale. Les premiers seuls donnent une idée juste de l'étal CMn- 
plet de s connaissances à l'époque de leur composition, landis- 
que les autres, d'une utilité déterminée, n'ont ainsi qu'une 
portée restreinte, adaptée à l'objet qu'on a en vue. Tel est 
le Cour* actuel dont le titre annonce le Imt spécial et qui est 
encore mieux expliqué dans ces paroles dq l'avant-propot : 

■ Exposer l'arithmétique d'une manière rationnelle et mé- 
» thodique, mcllre entre les mains des élèves un cours écrit. 
» complet au point de vue det examen», et dans lequel tout 

■ fût à étudier , tel a été le but que je me suis proposé. > Le 
succès que l'ouvrage a acquis depuis sa récente apparition. 
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pt les «alTragcs flallcurs que les hommes compétents laî ont 
Rccordé , montrent mieux «{uc tous les rnisonnoments , que 
l'anlear a atteint son but. Le fond étant irréprochable, nous 
«ommes réduit le plos souvent à de minutietiscs observa- 
tioiissar la forme. 

L'ouvrage est divisé en deux parties, suivies d'un ap- 
pendice. 

la première partie , qu'on a oublié A'mtituter, contient, 
outre les notions préliminaires, sept chapitres, et une por- 
tkmdu huitième appartient à la deuxième partie, intituléi; 
application ; coupure qui ne semble pas convenable. 

Dans les notions prélimioaircs (p 2] l'auteur dit qu'il par- 
lera plus tard des nombres fractionnaires et incommetKU- 
rabla. Alors pourquoi en parler maintenant? Même l'cpi- 
tbèlu de nombre entier ne doit être employée que quaad on 
est arrivé aux Tractions ; c'est là sa véritable place. 

Ecriture d'un nombre (p. 7}, c'est-à-dire la manière d'é- 
crire un nombre. On a omis de dire que la nf'*' tranche ter- 
naire porte ponr nom le quantième n — 2 latinisé avec la Icr- 
miujaon en illion. Ce n'est qu'au moyen de cette convention 
qu'on peut lire et écrire les grands nombres, par exemple , 
avec IMchiSres. Ou peut aussi dans ce cas, comme faitAr- 
diimèdc dans son Arénaire[I, p. Slâ), adopter des ordres qui- 
naires, décennaires, dc- Cette observation est d'une immense 
in(:ortsnce ponr les candidats à l'École Polytechnique. 
En 1847, un tiève qui , d'après notre appréciation person- 
■elie , méritait d'être admis au moin.'; dans les dix premiers , 
I été déclaré inadmissible ponr n'avoir pas su lire assez 
promptcment un grand nombre d'après la méthode de l'exa- 
ninatear^ Ce résultat n'a rien de surprenant pour ceux qui 
connaissent le cceur humain. Lorsqu'au tribunal' d'un exa- 
men , le candidat se montre supérieur au juge , sa cause est 
perdue. 



by Google 



— 118 - 

SoiatractioH (p. Vi). On trouve -à la On de l'upénlkm 
(p. 15), un théorème dont on a besoin pour la comnwnco-. 

Multipliealion (p. 15). • La mulliplîcation de deux nom- 
• brcs cnlicrg a pour but de (rooTer un troisième nombre, 
•> composé d'aalant de Tois le premier nombre ûoaaé , qu'il 
» y a d'unités dans le second. » 

Celle définition, calquée sur celte d'Euclide, est plus clairs 
et s'adapte à la multiplication fractionnaire. En débarrassant 
celte définition d'une locution vicieuse, elle devient très- 
bonne. On peut dire i la multiplication est une opération dont 
le but est , etc. 

Les principa relatif* à la maltiplicaivm {p. 21 ] ne me sem- 
blent pas être exposés d'une manière métbodiqne et claire, 
tellement que l'auteur loi-mfime, dît à la fin i • Cette dé- 
■ moitstralion ne semble pas comprendre le cas de deux fac- 
teurs rp. S4 ) . ° N'est-ce pas par là , d&t-on faire cunme tout - 
le monde, qu'il fallait commencer > 

Divinon (26). Tràa-boone théorie délayée en cinq pages 
sans compter de longues ooles au bas de ces pages. On fait 
usage de ngntt qui n'ont pas été expliqués. Pourquoi n'avoir 
pas rois ces signes au commencement de l'ouvrage ? 

DicitUnliti des fwwi6res [p. 40). Le nombre 3 dort élrè 
mentionné expressément parmi les nombres premiers. Les ca- 
ractéres de divisibilité sont des conséquences immédiates des 
résidus de la progression décuple, base de la numération, etc. 
C'est donc à cette théorie des risidtu qu'il convient de ratta- 
cher la divwbilité ; alors tont devient général, facile et 
simple, et certes il ne faudrait pas quatre pages (56 à 60J pour 
établir la divisibilité dn seul nombre 1 1 . 

La tuile des nombres premier» eit illimiUe (p. $1). S'il ; 
avaitandernvernombre premier, le produitcoutionci de 1 jus- 
qu'à ce dernier nombre ol augmente d'une unité , serait évi- 
demment un nombre premier, ce qui implique contradiction. 
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TMtdet nombres premiers (p. 52) d'aprè» le criblo i'Èif- 
toMbène. 

Théorie du plus grand commun ^viseur (p. 54). Très- 
complète, Les n<Hng que porleDt certains Dombrcs, tels que 
iDDliipIicande , multiplicateur, divbeur, elc , proveDant de 
l'usage le pins Tréquent auquel servent ces nombres, ne pour- 
nit-on pas dénommer de mâme le plus grand commun djvi- 
seor, de son usage le plus Tréquent , qui est de simpli&cr les 
rapports, et le nommer le amplificateur? Par là on ebr^e- 
raitle discours et l'on éviterait une abrévialiou disgracieuse. 
Théorème. Tout nombre premier absolu qui divise un pro- 
duil doit dioiier au moins un des facteurs de ce produit (p. 61 )■ 
On donne pour raison que s'il ne dîTise pas an facteur en 
divîtaot le produit, il doit diviser l'autre facteur. Il ; a ici 
qoelqae omiasion. 

ZWcompoiifiott d'un nombre m tes facteurs premiers (63 à 
76). Est donnée avec un dévoloppemeot tel qu'il ne reste 
rien h chercher anx élèves. 

On lit à la page 86 un théorème snr l'addition de fractions 
égales, terme à terme. C'est le tbéorème connu que dans 
une proportion géomètriqao la somme des antécédents est A 
laiomiDC des conséquents comme nu antécédent est à son 
conséquent, et qu'on démontre de noaTcan a la page 197. 
C'est Qoe observation utile (p. 91), qu'on n'a la cerA'fti^e d'a- 
voir le plus petit dénominateur commun possible de plusieurs 
fractions que lorsque chaque fraction est irréductible. 11 y 
a là deux fautes typographiques indiquées dans l'errala et 
nno troisième qai est omise. AU ligne 10 en remontant , au 
33 

IdthéCM'iedesrractionsordinaires est complète et ne laisse 
«Dcnne question d'examen sans réponse ; elle termine le qua- 
trième chapitre. 

knt. Bi HtTHa- VH. 8 ■ 
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Le cinquième rfnfenne lea fractions décimales. Nous re> 
commandODS de rechef aax élèves la lecture des fractions 
décimales à fignres oombrenses; on les lit comme s'il s'agis- 
sait d'an nombre entier; ensuite, pour connaître la dénomi- 
nation , on ajoute menlalcment an cbiilkv do plus à gandte j 
on dierche d'après I* l'^'c dounte ci-<le88DS (p. 1 1 1 ) le nom de 
la dernière traD(^ à gaache, et à ta terminaison ea iilion , 
on sabstiloe celle en illionième. L'oubli de celle r^le a en 
maintes fois une influence funeste sur le wrl des candidats. 

La théorie dea fractions périodiques satisfait i toutes les 
(^xi^nces. Si, comme nous avons dit, l'on donnait les 
propriéléii des résidus de la progression décuple, on en 
déduirait d'abwd la théorie de la divisibilité, et ensuite 
aussi facilement le théorème de Fermât, dont les praetisiu 
dites fwriodifiMS sont une consëqnence imntédîate. Mais cela 
rendrait toutes ces théories trop générales, trop courtes, 
trop faciles : trois inconTénients graves, que nos aniears d'é- 
léments évilentavcc raison; car, pour donner de l'activité à 
l'esprit des étudiants , il faut des discours longs , des raison- 
ncmeals embarrassants. Il est même singulier qu'on n'aitpas 
encore donné ces deux précieuses qualités à l'addition des 
nombres entiers. Gela viendra peut-être ; il ne faut jamais 
désespérer du prx^réa. (/^ fin prochainemmt.) 



SOLUTION DE LA QUESTION 161 (t. VI, p. 972). 



Soient A et A' deux points d'une ellipse, AN, A'N deux 
normales se rencontrant en N , n cl ri les grandeurs de ces 
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«roitl«s,/)ciy lea diBUDces du centre m Ungenlcs pas- 
«nt par A et A', die demi-diamèlro parallèle à la corde A A', 
00 a : 1° np-{-n'p'^=aid' ; 3° Bj l'on mëae lei deux aatrei 
mrmales paaaaot par N , on a np+n'pf-\-n"p"'\'n"'p"'= ooo- 
itante ; 3* si A' se réunit i A , on a «/> = <^^ on n est le 
rayon de courbure ; 4°«elte dernière expresnoa 8'appliqae an 
rayOQ de coorburo d'noe ligne de conrbarc de l'ellipsoïde, 
a' étant le deoii-diainètre parallâe i la taDjcnle. (Joachio»- 
tbal). 

le ne démontre que les trois premières parties. 

I. Soient (x', y"), {x", y") tes coordonnées des points A 
et A' } m étaat le coefficient angulaire du diamètre dont ta 

longueur est 2rf,<f— * 'Xy ''*' ^ '^P'^^^"' '<^ 

b'lx'4-x") 
<tem)-axes de rcUipse], ou, comme tn = rr-r; — =- , 

a^ = ^(^^g:>;+5(^^V on a le, équations 

«V+ 26'c'Sr>+ b* (a'»--|- A'p' — c*) y— 2l>*o-pyr _ ft'p'= i 

^x* — OaVax'-i- a' (aV+ b'^ ~à)x* -\- 2a<c'«r— *»'»' = 

(Toyeïl. VI, p. S67); 

«*(r'+r") i'^r'-r'' ' 
dans lesquelles «,^ représentent les coordonnées du point N. 
Si l'on combine l'une des èqualiont 

avec la relation 

6-(x-+x") _ a'^yy 

on arrive & 

. = ^v^^çj^+j") . ._ a'e'yy{y+y") 
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II. I* Abaissant da centre de l'ellipse O les perpendica- 
laires OP, OQ sdt les normales , on a KP=p ; A'Q=p'. Le 
cerde dont ON est le diamAtre passe par les points P et Q, 
et les puistaïuxi des points A et A' par rapport à ce cercle 
■ont préciséinent les valeurs da np cl n'p'. Or l'éqoatkmda 
cercle est x" — ur-f^— f ^=0 ; donc les puissances seront 
éfBlesà 

np+n'//^^-+xy+iy-h'y-4j^+^')-P(y+yr 

Cette expression devient , en mettant pour n,^ les valeurs 
indiquées ci-deasos, et réduisant an même dénomiitatear, 

[x'+X^)'[ai'b'+a'b*x'x"+aibyy—b*c'x'x"] -\- 
-{-{^'+y')'(a*b*-\-a'l/*yy'+ b'aix-x''+ aicYr")— 

^2 çj'j" + yy] a'b' (fl'y + i/^x" + ayy) 

a'b'(a'b'+b-x'x"+ayy) . 
Le dénomlnateor étant celui de id', an facteur ICf prés, 
il Tant prouver que le nutnéraleor est égal h % 

o Domérateur, par des réductions évidentes , se trans- 
f<nine ea 

o<**(-r' + ^')" + a*b* iyyy + 2 {b'xfx" -^ aiyy-) 

{à'lf'-i-b'x'j^'+a'yy')-aa''b'(a'b'+b'x'x"+a'yy'){x'x"-iyry) 
= â(a*fr'+*V:c" +ayy) {frVy + a*yy' — a'iVx"- 

~-a'b^yy)+a*b*{:tf+x^)'-{^ib*iy-\-yy. . . 

= »{«•—*•) {a'yy-^b'x'x'-) (a'f+fcVy'+ayy) + 

-i^*b*{j^-i-xy-\.a*b*iy+y]:.. 

=îa*6'(a'— fr*) (ayy—b'x'x"} -p2(a'— A')(a'fr«— a'i V— 

-ifb^jr)+.a*bHx--\-x'y-\-a*b*iy+y']\ 



ay'. (0-"'=(<»'*'— *V") (a'&'-é'j:'"). 
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OccopoDS-Doiu do facteur de a'b*, qnt e«l 
a(a'_f) (fly_y«_*Vj:"H-2(fl*-fr') (a-fr'-A'y-AV) + 

+ «A«:t''+2A*y"-i-fl*Ay'+«'*y'' 

Ammot^im. Soient i, i' les angles NAF, N&'F, F éUnt le 
Soyer. Substituant foaTp,p', ataai, acmi' dans l'égalil^ 
up-{-n'p'=9d', il Tient nco8t+n'co8i' = â — . Oo « 
donc ce UiéorëDM ; 

■ La M»nm« det ligne» obtamet m projetant le* tongwun 
4e deux normoiei eompriie$ eritre leur point de coneom^ et le$ 
points «à ellei reneontreiU rectangutairenent ^eltipie, «ur 
le$ rdyonê vectmrB de cet pointe, eit égale i la eorde focale 
parallèle d ta droiU qui lei joint. i> 

Si les deax poinls sont sjm^lriqncs par rapport ao grand 
on an petit axe, on obtient la projection de la normale ter- 
BinAe an grand on aa petit axe (-r, a j. 

8* np^n'p+a!'p"-\-n"'p'" . Soient B, B' les deax antres 
poinls dont les coordmoées seront (■x,y,) {x,yj. 

Cette smnme égale 

^ + :c"* + :c:+x:+y-'+y- + y.-+y:- 

=(a^+y+*.+j:j'-2P.(x)+(y-b'"l+r.-b'»)'- 

et l'on n'a pins qu'A porter les valeurs des sommes el des 
yrodnils tirés des^quatituis c*x*— , etc., etc.; c^-{-.clc., 
etc. Leré«alt<kt final esl2{a*+b'). Ainsi' <f étant ledemi- 
e parallèle à BB', on a tf+tt" =a'-i-t>*. 
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Remarg%te. * La quatre lignes obleimei en pr<^etant les 
hngueuTi de quatre narmales eomprite» entre loir point de 
eoncovrs et tee pomte où eltee rmconiren/ reetangutairement 
h courbe, ntriet rayons vecteturs de cet pointe, eil con- 
itante, ■ 

3* Si les deux poials A, A' se eoofondeot, 2np = 3i/'^ 
np=d*, n rcpréseataol le rayon de courbure. Celte valear 
n'est autre que cdie ifai a été donnée par M, Abel Transon 
(voir t. III , p. 596). Remarquant que 

(ce qui est ta valeur donnée par un abonné, t. IV, p. SSe)'. 
tfate. Une démonstration plus directe du beau théOTème 
de M. Joachinwlhal est A désirer. 



NOUVEAUX THEOREMES ALGÉBRIQUES 

relatifi au tytiétne de deux équationi entre deux variabler. 



De loos les tbéorènm qu'on donne dans les éléments d'al- 
gèbre, il en existe à peine un seul plus utile , principalement 
dans les équations, que le suivant : 

> X étant une fonclifND rationnelle entière de x , on a - 



ikh 
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« n 00 éleod la somme h iout/ea I« radnei de l'équalion 

> X=0,el8JUejl une autre rooctioD qaelcoaqae raticmoello 

> et «iliire de x, d'un ordre infi^ear de deux untlés k la 
• fonction X. ■ 

Dans ce qai suit , nous démontrerons rommmt on étenA 
ce théorème an système de denx équations algébriques entre 
deux variables. Soieniy, r des fonctions rationnelles entiton 
de j: et de y, qai montent respectif entent la p'"* et i^** 
degré. Supposons que ■> soit le degré des équations Gnales qui 
profienoent de l'élimination de l'une et de l'antre variable 
des équations /=0, f=0. 

Sotent ces équations Qnales : 

3tss«, T=0, 

l'one en 2 et l'autre en^. Sapposonsde pIasqueM,N,P,Q 
■oient les fonctions multiplicalrices, les plus simples, ration- 
nelles, entières, au moyen desquelles on obtienne idea- 



M/-|-Nt = X, 

Mil enfin MQ — NPs=V, 

nous désignerons par 

nne fonction rationnelle entière eu o' et ^ dans laquelle 
X*, y^ sont les plus hautes puissances de x, y qai se trouvent 
dans cette fonction, et soit 

On aim , d'après les principes algébriques connus : 
d'oùV = MQ — MP=: [a:"-', j*-']. 
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Or M el P lODt de degré w — y., cl I^, Qdc dcgrcw — v, 
donc V est de degré Sw— [x — *. 

Supposons que j:=j-,,j'=ï',;j:=:c,, y=^y,\ j:=:jr«. 

y=ym soieot les racincB simultanées des équations 

Toutes les fois que x=x»^y=.y^ , m. D'étant pas égal i », 
satisfait BOX «qnaUoasX = M/+N?=0; Y^P/H- Qf =0, 
mais pas aux éqDalioai,/=d, 7=0 cotnine do ces éqnatwoB, 
«m déduit V/=ïO ; V <f=0 ; donc V=:0. 

«VnimdésignaDtla valeur que prendl'expressioii MQ— NP, 
> CD posant en même temps ;r=j7«, y=^y^, lorsque m et 
■ n seront diOërenls , on aura Vm • := , ou bien V s'éva- 
• nooira pour tontes les radoes des équations finales qui ne 
» sont pas racines simultanées des équations proposées. ■ 

DiflërcDtiant par rapport à ^ cl à j' les îdeotUéi 
M/+Hf=Xi P/-|-Q?=Y, el mettant après la difTérenUa-r 
lion les racines simultanées des équations y*=0 , f=0 , il 
vient: 

M/'(a:)+NT'W=X'i P/V}+QtV)=0. 
Mr(J')+Nf(j')=OiP/'(,-H-QV{j')=ï'. 

Posons pour abréger : 

«Tient : R. M = + X», R. P= -r r'(jr) , 

R. N=-X'.r^, R. Q=+Y'/'C:r), ' 
d'où RV = X'Y'. 

Nons voyous donc qu'en substituant dans V les raciiirs 
simultanées des équations, on obtient le mémo résultat que 



désignant parX'm, Y'n, Rmica valeurs tiucpreimcntX', Y', 
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R pour tel racines Bimidlanées xm^ ym in équalions /^O, 
f=0, OD(d>lieDtVa,M=— 1^ — . ' 

IL 

Dins l'expreBsion V, les rariibles x, y pris séptrenteot 
montent, comme nous aToni vu ci-nleBsiu, va d^ré w — 1, 
par coDséqDent à en degré moiadrc d'une unité qae dans X 
et ¥ qui sont de degré w. On aura par la théorie de la dâ- 
ompositicHi des fractions ralionuelles 



X.T X'..V.(^-*«)Cr-j',)' 

La uiimM étant étendue à (onics les valcura des indices 

Bi, n comprises dans la suite 1, a, 3 w ; mais daos les 

w* expressions que la sooioie comprend , toutes celles dans 
lesquelles m, n sont diverses s'évanouissent, comme il a été 
dit ci-dessus ; il ne reste donc que les termes ou m=:n; d'où 
l'équation précédente se change en celle-ci : 

Y _ Yi», 1» 1 

X Y XV, ï'- {x—x^) (y-jr^) ^ K. (j:-:r„) (j'-j--) 

C'est une équation trés-ranarquable. 
Od en lire : 

Y=g-C-r-J:J(:c-JrO...(^— ^.r)(^-^.)(j— j'0...(r-r«) 

4"g- (^-^.) (-'>-j-).- {x-x«) [y-r.) (j— >.>... Cr-:r«) 

etc., 

eu supposant loulefois qu'on ait rendu le coefficient de la 
plus haute puissance de x dans X el de ^ dans Y égal à 
l'anilé. 
Soit U ane fonction rationnelle entière de jr et de ^ et 
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Vm la valeur de U poor x=xm\ y=ym-, on peal poser 

U = U« + W {x—x^) + W {y-yw.), W el W étant det 
fooctkHU de x, y rationnelles et entières. 
D'où 

U U« W ■ W' 

(X— a:«) {y-y^)~ <.x—x^) {y—ym) y— y» "^ x— *,. 

Développons ce* diverses fractioos selon les puissances 
deacendanles de x et de^; la première fraction do second 
membre est la sente dans ce membre qni fournisse des puis- 
sances de j: multipliées par des paissanccs de yi elles sont 
donc les mêmes qne celles qni sont données par 
U. 
{X— j») ( J-— r»)' 

donc , en développant l'expresnon 
UV U 



XY R« {x—x^) \y~-ym^ 

selon les puissances descendantes de X et de^, les termes prove- 
nant de ta moltiplication des puissances négatives de x par les 
puissances négatives de^ sont les mêmes qu'en développant 



X-'-' ,r~^' «t - 



R. 

<d'oà, en posant U=R, 
en développant saivant les pnissances descendantes de x 

et de >■ l'expresaiOD =^, le coefficient da to'me 

J:-{.+ 0_J'-(^^'Jl est x.'yj ^ X,' yj^ x,' r« "• 



byCoog[e 



Ce qui |wécéd« peot Krrir à troaver la nlenr des exprorim» 

^.'y.^ + x.'j'.^+ *««r»'', 

teqoelle, l<WBqae di « ai p ne sont unis, se troDTe péolMe- 
■eot par le» méthodes ordinaires. 

111. 

V ne peat monter qu'an d^ré Sw — f>~-v ; XY eil de d^ré 
V 
Sff; donc-s^nepeulmonlerqa'audegré — (fi-|-v) ; le terme 

giaéral dn dévetoppeoient est 



(^+-T?^)'- 



-0»^); 



pir OHHéqaent ce terme «t nul tontes les fois qo'on a 
■ + P+2<p+v;delà: 



Soient f , y des fonclirais quelconques rationnelles cU' 
ii^et; soient :c=r„ x=x,...x=:Xk iX=^'ii T=yvy=yv 
tontes les racines simultanées des équations /sO, f=Oi 
soit ciuuite R» la valeur de l'expression 

pour x=x:m, y=ym \ alors rexprenion 

a et p désignant des nombres entiers positifs dont la sommes 
■Bgmentée de denz unités, est moindre que la somme de» 
degrés des équations f^O, <p:=0. 
De là cet autre (béoréme : 
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Théorème. 

SffliMil ^, f des roDCti(HU qaelOKtqacs de x et de ^, n- 
(ioDnelles et entières; soit F nae aotrc fonction quelconque dei 
mêmes wîables, rationnelle et entière, et d'on degré moindra 
de trois anltés que les sommes des degrés de/cl de f, alors 

. E =0, 

la somiM élanl èlendae k tontes les valeurs de x et de 
y qni sont radne simnltanées des équations /=0, f=0. 

Noua donnions an sciil exemple pour coaârmv ce re- 
marquable théorème. Soioity, f dn second d^ré ; dans ce 
cas , on peut détennioer la constante i. , de manière qne 
_f-\~ iif puisse se décomposer en deux Fadeurs linéaires , et 
cela de trois manières , par les trois racines de l'équation 
cubique dont dépend la valenr de > ; soient i', i." deux de ces 
valeurs diverses, et soit Tt==/-f-i'ip='^; 9=/-{-l"<f=i>w, 
I, u,t',w désif^nent des fooclions linéaires. Les racines des 
équatioos/= 0, f=.0 sont les mémos que celles des équa- 
tions n^O) 4'=0 1 qui peuvent se décomposer eu fcs quatre 
systèmes d'équations linéaires : 

1) ( = 0, t-œO; i'oà SUil X=:X,, y=^,; 

2) ( = 0,W=Oi *=:jr„ ,j-=j'. ; 
i) ti=0, »-=0, x=x,,j==yj; 
4) 11=0, MissO, x=aTi , j-ssy, î 

d'oà s'ensuit ■. 

W=J[x(^,— ^,) ~y{x,—X^ 4-^.r .— A-^4Î 

>, ^, 7, i étant des constantes. 
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Posut, pour abréger, 

4A=*.0',-j-)+*,(r«— ^J+-p*(r.-r.) 

on en dédoit : 

dt de dt dw_ 

dx tfy dy dx ' 

dt dw dt dw 

dx dy <fy dx ' 

dudv du du • 

5Ï^~^ ^ = + ^^' 

dti dw du d**/ 

dx dy dy dx~ 

Aiogi «'( jr)*'( j')— r'( y)*'[x) = — «j-4jaii»-|-«i4^ + 

Il faat observer qne 

x^ y, t, 11, v, M» 
preaneot simnltanénaait les raleara 

«n J'it~"i.i 0» — *û,. 



-P*i,. 



Oui donc. 




• ^T< K. K. Kl 




D'après le Ibéorème, m doit avoir : 




■ hhi-^rr"' 




%+% + K + K'"'' 
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itici nicars de R„ R,,R,, R^f) vient les id«DlitéB 
éridento i 

a, 4- A.+ i, + 44 = 0, 

KBiilgatwrg, ISJuiD 1S3S. 
Nou. Tons les géomètres connaisMot le beaa mémoire 
«Mlylko-géométriqne de M. UoaTille, relatif i ces théo- 
rèmes de M. Jacobi {Joum. demathém.,\l,p. 345. IS4I). 



Comptément deê étémmtt d^arithmétiqiu , comprenant U 
théorie des nombres négatifs ; divers problèmes et théo- 
rèmes relatifs aax quantités oimmensarables ; le bindmc 
de Newton ; le calcal des probabilités ; la théorie des limi- 
tesi U théorie des nombres incommensurables ; les frac- 
lions continaes; la théorie des logarilhines considérés 
comme exposants, et la théorie des approximations nnmé- 
riques, par E. Lionnet, pnrfessenr au lycée Descartes, 
in-8*, 1ft48 ; chez Dez(d>ry, nie des Maçoni-Sorbonne, 1 . 
Prix : 3 fr. 50 c. 
La seconde édition de l'arithmétique da mémo aatcnr et 

augmentée d'noe laUe de matières , vient de paraître. 

SOLUTION DE Lk QUESTION 177. 

r*A M. USAI&AIl , 

Èlè>e dn CoUét« niltutn d« U FIMm. 

Donner vne duciunon am^léte d» lieu géométrique d'u» 
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point Ul , que ndeld l'on mine te$ Umgenteà à deux cercles 
égaux dorme» , leur reeUtngk unt conitant. (Slrebw.) 

Commençons par cbcrcher l'équation générale, sans fairi^ 
d'abord anconc hypothèse sur les doonécs qui sont le rajon 
R, la dislance des ceolres (/, et la ralenr m' da rectangle 
des taDgentes. 

Comme lont est évidemmcnl sfmétriqae autour de la 
ligne des centres 00' Ifig. 18) el de même autoar de la per- 
pendicalaire CY menée au milien C de 00*, je prends ers 
deux droites pour axes de coordonnées. 

C^ posé, soit m OD point da lieu. Je mène de ce point la 
tangente itiR ag cercle (OR) cl la tangente mR* au cercle 

mr 

Ijieoodilioa dulteaeatiioemR.niR'=R'. Dclàjedédats 
n)R'.inR"=mSoa (Ôm—Ô^) (Ôm — WR'') = «*, 

oa[j'-+C^4^'i)'-R'] [y + {^~irf)'-R'] =m»; 
OU, réduisant les termes semblables, et ordonnant parrap- 

— R'/ax'+LiA+R*— iii*=0. 

BésolTant, et «EbctnaDt suas le radical tODies les rédnc- 
tîoDB, j'oUi«ift définitivement : 

La Tonne do celte équation indique lout d'abord la symétrie 
parfaite que la géométrie nousa déjà fait rccounallre par rap- 
port un deux axes coordonnées. Puis, d'x^-{-nt* étant 
toujours positif , quelle qae soit la valeur dejr, la discussion 
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t-claliTe aux cooditions de réalité de ^ doit' porter sur la 
valear et sar le signe da terme R*— jtf'. 

La géométrie et l'algèbre 80 IroavcDt donc ici parfailc- 
ment d'accord relativement aux points à discuter. 

Le cas où lea Cercles sont extérieurs sans se toucher se 
tradaira par4/>>3R, ouR' — -rd'KiHO; le cas où ils sont 
taiigealseslérieareinentparf^=3 2R,oaR*— j(i'=rO; le 

cas où ib se ooapeDi par ii<2R, ouR*— -■j'''^'^' <^<^ 
où ils sont tangents intérieurement par d = 0. Enflo , il y 
aora à examina le cas singulier où chaque cercle se réduit 
A an point, c'est-à-ilire R=0. 

Ainsi, ToilA les hypothèses qoe nous allons examincr 

soGcesaiTement , en commençant par les plus remarquables : 

R=0, d=0, rf<2R, rf=2R, «i>2R. 

Pnmiercai- 

R=0. Les deax cercles se réduisent alors à leurs eenlres, 
et par suite les tangentes se oonfondcnt avec Om et ffm 
{fig. 18]. Le lieu donuidé devient donc le lien géométrique 
des points tels que le produit de lenrs distances k deax 
points fixes sut constant. 

C'est la coorhe connue soos le nom d'ovale ou ellipse de 
Ossini. Son éqnation, Cscile à obtenir directement, et qui se 
dédoit de l'équatioD gén^^e trouvée plus haut en y faisant 



y=— (x* -I- D*) + \/*DV+m\ 
le signe — du radical ayant dû évidemment être écarté, 
comme ne donnant aucune valeur réeUe de y. 
Pour que^soit réel, il faut que j^'4-D'soil<(/*D'x'+in', 
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ou :t' — 2D'j;'-f*D* — m* <0. Ainsi , x" duil être compris 
entre les racines de l'équalion x* — 2D'4?*-|~1^*~'''*^< <pii 
sont x,»=D'+»n', jr„'=D'— m'. 

Oaas (OQS les cas, on voit qae la conrbc est limitée en tous 
seiHi mais il y a évidenimenl, pour connaître la forme 
esaclc , à examiner successivement les hypolhôses D •< m, 
D=m, D>m. 

Pour D<m,iln'7 a à adopta* qDelalimitcx,*=Û*-fni',- 
la seconde, étant négative, doit être rejetée. 1a conrbe 
ne reoconlre l'axe des x qn'en deai points sitnés de part et 
d'antre de l'origine à une distance égale k \/D'+»»' ; elle 
a pour centre l'origine et offre d'ailleurs une grande ressem- 
blance avec l'ellipse. 

Pour D>> Al, les deux limites sont convenablesi il y a 
avec l'axe des x quatre points de rencontre déterminés par 
lesil»diBe«ji=±|/D*-}-m% y=±l/D'— m"; lacourbo 
n'existe pas dans l'intervalle des deux points x" ni en debors 
de l'inlMvaUo des deux points x*. Elle est composée de 
deux courbes ovales égales, symétriquement placées par 
rapport an centre. 

Pour D=:m, :c" devient 0, les deux courbes ovales vien- 
nent se réunir en passant tontes deux par l'origioe , qui con- 
llDue d'4tre nn centre. Je ne m'étendrai pas plus long-temps 
snr cette courbe, qni est aas» connue. 

d= 0. Les deux cercles se réduisent i nn seul , et la 
qnesUiMi devient celle-ci : 

Trouver le Hea des points d'où l'on peut UMUcr à nn cercle 
nne tangente d'nne longueur donnée m. 

L'inspection seule de la figure ( fig. 18) montre que si mR 
Mt oooslaat, om doit l'être aussi , et qne, par conséquent, 
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le liea cherché est une circonféreDce de cercle ajant o pour 
centre et I^R'+w»' poor rayon. 
L'éqoatioa irooTée à-dessus derient, eous l'hjpolbëse 

d=0. 

En prenant le signe -j- , on s précisément le cercle qu'in- 
dique la géométrie. 

Le signe — , qoi indiquerait des points situés en dedans 
du cercle primitif si R est >> m » nn seul point si R = m , 
an lien Imaginaire si R est <C m > doit éridemmenl être 
rejeté ("). 

Après cette rapide discossion de denx cas singuliers , ren- 
trons maintenant dans la réritahle question, et examinons- 
la sooi trois hypothèses différentes. 

Troitiéme eaa (Gg. 19). 

Les denx cercles se coupent. L'axe des y est la droite qui 

jointlesdeux pointa oommtmsH etH' [/{;.I9}; R'— -if 

est >- 0, et représente le carré de l'ordonnée CH qoe , pour 

ahr^r, nous désignerons par h. L'équation est donc 

y = h'—x'±:\/d'x'+M\ (!) 

Prenons d'abcH^ le radical avec le signe -)-. 
Pour que^ soit réel, il faut que |/5v+m* soit > x' — A', 
ou tPx*-^ m*>x*- ^'jf+ A*. 

Les limites entre lesquelles il Tant prendre x' sont foor- 
nies par l'équation 

X*— (aA'+ rf) ^^4. h*— m* = , 
et sera par conséquent : 

n Ca OM «M moepUble d**» inurprtuUon gtemètri<f«o. Tm. 
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Suivant qo'<Hi a nt*-< &% m* = A*, m' > A', le radical est 
< qae la quanlité qn le procède, ^«1 à celte quantité , plag 
fraix) que celte quantité. 

Fig. 20. 1° Soit m'<C h\ Alors les deax limites cturicn- 
ncnt : la coorbe rencontre l'axe des x en qoatre points cor- 
respondants aux abscisses x^ c( x^. Donc, en prenant, pour 
représenter les raleors x, les deux ditlances OQ' et OQ", 
pour représenter les valears x„ les distances OF et OP" 
Ify, 30), la courbe est composée de deux parties égales , Ter- 
mées, STmétriqnemenl placées par rapport aa centre, et 
comprises, l'une entre les parallèles à l'axe des ^menées 
par les peints P, et Q, , l'anlre entre les parallèles an même 
axe menées par les pmDls P„ et Q„- Dans chacune d'elles on 
décoarrira fadiemeot les points pour lesqoels l'ordonnée est 
maximum en valenrs absoloes, et qui correspondent an mi- 
lien des intervalles P'Q* et P„Q„. Ce sont deux coarbes ovales 
pareilles ii celles de la courbe de t^assini qoand D est >> m ^ 
dies SMit tangentes aox parallèles k l'axe des ^ anx points 
où elles rencontrent l'axe des x. 

T Qoand m' devient égal à A', il semble qa'il doive arriva* 
id , «Hnine pourra courbe de Cassini , que les deux lignes 
ovales Tiennent se réunir en passant par le centre. C'est ce 
qoe semble en effet indiqner l'algèbre , en donnant x/ = 
arec x' =x 2&'-}- d", pour abscisses des points de rencontre 
avec l'axe des x. Cependant la figure montre que ni ce point 
ni aucun des points voisins ne sauraient convenir à la qaes- 
tïoo. Noos allons voir qu'en tBA la courbe ne passe noUc- 
meat k l'origine , qui est tout simplement on point isolé , et , 



by Google 



— 132 — 
de plus , que , si l'on décrîl dm ellipse ayanl pour centre C, 
pour graod axe 2\/2h'+d', el poar petit axe 2\/2A', ces 
axes étant d'aillenrs comptés sur les lignesCXct CY, la courbe 
actuelle est le lieu géoméirique da projecftotu orthogonaie$ 
du centre de cette el/tpw tur ttnttei kê tangmtei. Démootroiu 
d'abord celte dernière partie. 

Soil A'j''-fB'jr*= A'B", l'équalioD d'une ellipse rapportée 
à son centra et à ses axes ; A.y.y -f- B'.r,'^ = A.'B* est Vé- 

B'x, 

culaire menée da centre sur cette tangente. 
De ces deux dernières équations on tire : 

_ A'j7 _ B'y 

^'-x-+y' ^--x'+y' 

et , portant ces valeurs dans A.>-,'+ Wx' = A'B', éqoatioD 
de condition pour que le point (x,^,) appartienne à l'ellipse, 
on obtient facUemenl pour éqoalion dn lied des projections 
du centre snr les tangentes : 

A'x'+JFy = ix'+y)'. (2) 

Or, en faisant m* = A* dans l'èqnalion du lien que nous dis- 
cutons ici, isolant le radical et élevant 'au carré, on a 

l'équation 

(2A--I- d-]:^-\- 3hy = (x'+yi'. (3) 

Pour la rendre identique avec l'èqnalion (2) , il suffit de 
faire, comme nous l'avons déjà dit, B=&K2, A=l^2A'-|-</', 
valeurs très-faciles à construire géométriquement. L'ellipse 
est donc parfaitement déterminée. Si l'on vent exprimer les 
axes en fonction de rayon, on n'a qu'A remplacer h par 



\/' 



' — --- O" <^(i™t ainsi : 

A'=2R-+^, B'=2R'- 
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On en tire A'+ B' = 2R', A'— !»• = <?. D'après ces der- 
nièm formules, on voit queia distaoce des cenlres des deux 
codes est égale à la demi-excenlricilé de l'ellipse, et qu'il 
sm trés-facilc de décrire les deux Gerclesqnand l'ellipse sera 
doonée , de même qu'il l'a été de décrire l'ellipse d'après les 
deux cercles. 

Voyons maintenaDl la Forînc de ce lien qui jouit d'auc 
double [wopriété si remarquable {fig. 31 ]. 



Son équation est y = A'— j;'4- yd'x''-\- A*. Non» saTOns 
déjà qu'elle estlimiléeet comprise entre deux parallèles k 
l'axe desj' menées aux dislances x'^=±V^ih^-\-d'=±A.. 

Si DOos faisMis .7 = 0, il vient y=:±h k^= ± B. 

Ou retrouve ainsi pour points de rencontre avec les axes 
les quatre sommets A,, A„, B,, B„ (fig. 5) de l'ellipse, qni 
soDt quatre points situés bws de la courbe. ' 

Qonnd x augmente, on no voit pas bien d'abord ce que 
devient j*. Pour avoir des renseignements |dns précis , cber- 
cboD» l'équation do la tangienle ; et, pour cela, prenons 
l'équatioii (3), qni peut se mettre sous la Tonne 

n^ ,y)=y^ + ai^r-- h')y-^ x* _ i2A'+ d'jx'. (4) 

De 1& l'on lire le coefficient angulaire de la tai^eole 

F{x) 4x'4-(4r'— 4A'- 2d')x 

On voit d'abord que, pour^ = 0, tanga^oo, c'est-à- 
dire qu'aux points A, et A^ la courbe est taugcnle aax paral- 
lèles à l'axe des y, et il est Tacilc de s'assurer que cela 
n'arrivera ei^ aucun autre point. 

Cbercbons maintenant les points où la tangente e&t paral- 
lèle à l'axe des x. Puur ces points un a : 

^' + [V~ 2A'— rf")x = 0. 
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Cela doDoe d'abord -r = o , oe qui détennine kt poîBt» 
B,etB„; puis :c' = i*+— —^'.ceqniindiquedeuxautre» 

points correspondant à des abKÏsses ^ales de pari et d'aairc 
du centre , et à des ordoonées qui restent à déterminer. Or, 
en portant celte valeur de 3? dans l'équation F(j:, j^) = (i) , 
on trouve à accoupler pour les points où la tangente est pa- 
rallèle à l'axe des x < 

(2^+^ ._ (<f-fS&')(J-2A-] 



dans les denx antres cas , la figure 22. 

3° m'>. A*. Alors il n'y a évidemioent que deux points 
de rencontre arec l'axe des .1; , et la courbe est tout cnlière 
comprise entre les pu-allèles à l'axe des^ menées par ces 
points. En CMitinuant la discussion , 00 repasse par les mêmes 
alternatives et on arrive déGoilivement à la mâme forme de 
courbe que pour m' = &'. 

4° Il reste à examiner l'équation (1) en prenaDt^=A* — 
— jd' — V ^x*-\- m*. Pour m' supérieur ou égal à A', y est 
imaginaire, il n'; a pas de lieu géométrique. Pour m*'<A*, 
on trouvera, comme il est facile de le vériGer, un lieu illi- 
mité dont les points tes plus rapprochés des cercles en sont 
trop éloignés pour convenir à la question géométrique j ou 
une ligne ovale passant par les points de rencontre des deux 
cercles , comprise tout entière dans l'intérieur de la figure 
Qu'ils déterminent, et ne donnant encore, par conséquent, 
aucune loloUon géMnétriquo. ( Lu fin prochamemem.) 
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THÉORÈMES DE GÉOMÉTRIE SPHÉRIQUE. 

PAK M. ITBSBOK. 



Une ellipse «pb^ne, dool les demi-axes aetb sont liés 
psr la rdalioD 

sin n = tang b , 
considérée par rapport aa centre extérieur, situé inr le pro- 
loDgemeol de son grand axe 2a , jouit des analogies les pins 
firappanles avec l'hyperbole éqnilalëre. Eu appelant la spbé- 
ro-coaiqoe dont il s'agit l'hyperbole éqailalère sphériqoe, 
oo aora les Ibéorteies sofTants , qui vont mettre en évidence 
la jostesse de cetlo dénomination. Le Gtxnplémenl (a) de a 
est évidemment analogue an demi-axe réel de l'bypertxrie. 

On sait que dans une hyperbtrie éqnilalère le rayon cen- 
tral de chaque point de b courbe est nK^en proportiminel 
entre les deux rayons vecteurs de ce point , lires des foyers. 
SembUblcment : 

I. Dans l'hyperbole éqnilalère spbèrîqne, si l'on mène 
des arcs de grands cercles des foyers conligos des brancbn 
opposées k nn point qaelconqae pris sur la courbe , le pro- 
duit des tangentes (rigooomélriqocs des demi-arcs sera égal 
an carré de la tangente da demi-arc, tiré da centre il ce 
point. 

Dans ane hyperbole éqoilalâre, la distance dn centre à 
une tangente qudconqœ, multipliée par la distance du 
centre au point de contact correspondant, donne an produit 
confiant, le carré dn demi-axe de la couti>e. Semblable- 
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II. Dans une hyperbole cqoilalèrc sphârique, si Ton dË- 
signe par o l'arc mené da centre , perpendiculaircmeol au 
grand cercle , tangent à l'exlrémilé d'un arc vecteur quel- 
ctmque f , tiré do centre , on aura 

sinto lang p= sin a tanga. 

III. L'hyperbole égoilatère apbériqae est lieu géomëtii- 
que da aommel d'un triangle sphérîqoe dont la baae est dm- 
née et dont la dlQSrence des angles à la base est conalanlc. 

On sait qu'un système d'ellipses de Cassîni, ayant les 
mânes foyers , est coupé orthogonaicment par un systènK 
d'hyperboles équilalères , ayant le même centre que les cas- 
alnoîdes et passant par les Toyerf. SetnblaUement , en {te- 
nant pour définition de cassinoïde sphériqne le lieu d'nn 
point tel que le produit des tangentes Irigonomélriques des 
demi-arcs, qu'on tire de là k deux points fixes, soit con- 
stant, on a le théorème. 

IV. Un système de cassiooïdes sphériques ayant les mêmes 
foyers sera coupé orlbogonalement par un système d'hyper- 
boles équilalères sphériques, ayant même centre que les CM- 
sinoldes el passant par les foyers. 

La courbe, lieu des pointa pris sur des grands cercles, 
menés du centre d'une hyperbole éqoilalère spbériqae, pcr- 
peadicolairement à ses langentes , de manière que leurs 
distances au œalte soient divisées en parties égales par les 
languîtes , oBre les anak^es tes plus remarquables avec la 
lemniscate de Bemoullî , qu'on lire d'après une mélbodc 
pareille d'une hyperbole èquilatère plane. En eSet (en appe- 
lant ta courbe qu'on oblicnl par cette construction la siritéru- 
lemniscate) , 

V. La spbéro-lemniscate coïncide avec le lien géométrique 
du sommet d'un triangle spbérique , dont la base est donoèc 
cl dont le produit des sinus dt-s dcmi-côlés est conslanl , cl 
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égtl aa carré du nous de la quatrième partie de la bâte. 

VI. La bue da triauglo dont od vicot d« parler, est la 
ditlanoe entre lea foyers conligtu des brandies oppoiéos de 
llijpertKrie équilatère Sfdtériqac, de laquelle U sphéro- 
Imniscale est dérivée. 

Vil. L'arc de U gpbéro-lanniscate s'exprime exactement 
par Qne foocUoD dliptiqne de premjàra espèce, sans aucane- 



THEOREHE 

r kl rayoru vecteurs dei conique». 



VAK M. Kuox» aaxm* , 

Mm du Ijeét Mapge. 



Théorème. Si par un point d'ane ellipse on d'une hyper- 
bole on mène une tangente et une normale , si l'on joint l'un 
des Ti^ers k ce point et que par le centre on mène une 
parallèle^ cette droite, la partie de cette parallèle comprise 
entre U normale et la tanf^te sera égale à l'antre rayon 
vectenr de ce pirint. 

Démoostratioa Irès-Acîle; moyen d'exercice. 



DES COURfiES 
mr letquella unpoint pesant, tam eitaw tmlia<e, emjAtie 
pour deieendre juiqu'au point le plus bat un lempt donné 
par urne fone^on algébriqw de la hauttwr. 

PAK M. IMUlm AOVST, 

dMMur te-MlenoM , prarnieui au Ijeée de StMib«Dr(. 

Ce problème est luscuptible d'une solution complète daiis 
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le eu le pins général, c'est>i-dire lorsque le temps de li 
diaUi du mobile e«l ane fonction qnelconqae de la haaleor- 
L'emploi des fooclions enl^enoes ou bieo des iat^nles à 
indices rractiomiaires , permet de (rouver l'équation diffé- 
rentielle du premier ordre des courbes jouissant de la pro- 
priété éooncée , et dans laquelle les variables «ont séparées. 
Celte équation s'intégre dans le cas où le temps est une fonc- 
tion algétoiqne de la hauteur. 

Mais, dans ce même cas, la questi(m peni être traitée 
très-simplement , en s'appuyant seulement sur les principes 
les plus élémentaires du calcul différentiel et intégral. 



Soit ( le temps de la chute du point pesant jusqu'au point 
le plus bas de la courbe; quelle que soit la courbe sur 
laqodle le point est assujetti à glisser, on aun : 

L'ate des .r est placé verticalement et dans une direction 
conlrtireàlapesanteuTi l'origine des coordonnées est placée 
an point le plos bas ; h représente la hauteur de la dinte , 

g la pesanteur, ds l'élément de l'arc. 

dt 

Si nous transformons l'équation (1) en posant --j- = f[x) et 

x = hz, nous obtiendrons : 

or t est une fonction a^ébrique de la hauteur. Noos pose- 
rons: 

( = AA" + Bfc/5 + CA)'+ ... -f-MA^. 

A, B, ... M étant des constantes an noml»«de n; j, p, 7.-. 



by Google 



— 139 — 
p élut des etpotiDls qneleoaqDcs posilirs , négalifa , îne- 
tioimaires , noaa «arons donc : 

AA«' + BW + ...+MA/« = -î=("— ^<KAs)|/Â. (i) 

Pour obtenir l'égaalioa diffiraitieUe delà court» cbcvcbée, 
il suffit de difE&reolier n fou Boccessives l'éqnatioD prècé- 
deoie, et d'élimiaer les n coeffidenU A, B, C, ... M entre 
CCI n-{- 1 équations (ce qui donne une équation unique sans 
eo^cîents constants), ot d'égaler à l'expression qui se 
trouve soaa le signe d'inlégration. Ce sera l'équation diOé- 
mlielle entre i et x ; elle sera de l'ordre n , à coelBdenis 
fonctions de x et d'une Tonne qui en pomettra l'intégration. 
Mais son intégration dépendra de la résolution d'une équa- 
lioa algébrique du degré n , d'une forme particulière et dont 
on pourra déterminer les racines; le |voblëme sera donc 
r«aolD. 

On évite les difflcnl}és inbà^ntes à l'élimination des con- 
altntesA.B, ... M et à la résolution de l'équation du degré n, 
en procédant de la manière suivante. 

Poaons dans l'équation (3) if(&z].t/As=:Vi difléraitions 
par rapport à A , et éliminons one constante A entre la pro- 
posée et sa dérivée. Si nous posons : 

.--*S=v., 

BOUS (tiendrons 

ysgiyzt/T-z 

DiKrentioDa cette dernière équation, tilminons la constante B 
entre cette équation et sa dérivée, et posons 
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nous aurons s 

C(. — ,) (p - 7)4/ 4. D(. - J)(P - »l« 



+ ... +M(._f)(P-rt=^S'-r-^=.V.. 

tujoDndelaméineinani 
arrassée de loate oonslao 

-Lt' -fe y.. 



Eq continoant toujoandela même manière, od tombera sur 
une équation débarrassée de loote oonslaale, celle éqoalion csl 



dans laquelle on a poté 

v.=v„.,-*%,- 

or, poor qoe l'équation (3) soit utisraite , il faut que V, soit 
nul; on a donc l'équation diSérentielIc 



Si l'on remarque que l'on a poié x =-hz , et que par oonaé- 

qqmt - - j, = . . —.-77 = — , — a , on aura 1 équation diffé- 
an ax dn ax 

renlielle de la courbe 

II. 

L'équation différentielle (4) que nous venons de trouver eit 
de l'ordre n; nons allons nous occuper de l'int^ration de 
cette équation. 

Celle équation étant linéaire, on trouvera pour son inté- 
grale 

M, élanl une cooslanlc arbitraire. 
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La foacUon V^, vtsot détermiDée , il est facile de délcr- 
niner V,^ ; en eGEel , on a la relalkn 



;a_XV^ 



.XV„=M,J^; 



00 bieo 

rinlégnle de celte éqaatioo est 

V^=Ivt»-(-M^'', 
L, étant une constante inlrodnite par l'intègralioa, 
Ea oootinoant de ta même manière , od troarerai 1 1 
V,_ = I,j:' + L,j:» + M^" , 
I, étant la constante arbitraire ; donc finalement on troQTcra ; 

V = A^ + B.xfi +... + JA.xi^ , 
A,, fi,, ... étant des quantités omstanLes iniroduites par 
l'iat^ralioD des équations diffôreatielles snccessïres. 

Si l'on remplace V par sa valeor ^kg.f(kz) ou bien par 
V/j^tWj «1 trouve 

deli 

qoi est l'équation de la courbe en termes finis entre l'arc et 
l'absdsse. . 

III. 

Oceapons-noQs maintenuit de la détermination des con- 
stantes arbitraires. 
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L'éqaatic« (1), dans laqaeUe wi reni|riace f et^« ptr lears 
valeurs, dcTimt 
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or, poarqiKceKeéqiiaUon soif Htisfiite, il suffit que l'ODait 

de là OD troave par l'intégnlioa , les constanles élanl con- 
Teoablemeiit délerinraées : 



Comme vérification delà fwmnle (5), cbercfaons la coarbe 
Uolochrooe, c'esl-à-4ire la coarbe sur laquelle un ptrint 
peuDt glissaol emploie, pour arriver au poini le plus bas, un 
temps indépendant de la bantcar de la cbule ; alors il saflil 
de supposer dans l'exprewion du temps tous les coefficients 
nais , excepté le cofficicnt A , et la puissance a de & , dans ce 
lenne, égale à 0. La formole (5), dans laquelle on introdui- 
rait ces hypothèses , donnerait : 

ï=2A^, 

ce qui est féqnation de la cycloïde. 

Si l'on cherchait la courbe telle que le temps de la chute 
fAt proportidle à la baotenr, on trouverait : 

»-.= iB,jJ. 
9 

ifoto. Voir on mémoire de M. Puiseax sur les lanto- 
chrooes. (Journal de maUiématiqnei , t. IX, p. 409, 1814] 
Tm 
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SOLUTION DE LA QUESTION 178 (p. 75). 

VAB M. B. «AUTBOIB, 

awUre d'ttndw an lyete d« Dilon , «dmlnlbla i riMt noriMle tdpMcgra. 



{Fig. 25.) ]e preDda pour axes des coordonnées, tes axes 
principaux de l'ellipse : on aura 

a*y'+b'j:'=a'l' pour l'ellipse; 
(!) ^ + -x* = 1* poor le cercle décrit snr le grand 

axe; 
[3] j'= a [x — e) pour nnc ovde qodcaïqiie HN 
passant par le foyer F. 

(3) y = {■x—e) pour k corde PQ perpendicalaîre 

à la première. 
{Fig. SS.) Soient ■r', y, ^\y' les cowdonnées des points 
d'interseclioD de MN avec le cercle. 



En diangeent dans cette expression « en , et par con- 
séquent a* en -; , on troave ; 

PQ"=:4^-i^, d'où rf-|-<f' = 4[rf'+é'); 

i-f-a 

donc les cordes MN , PQ sont ^ales à deux diamètres con- 
jugués dans l'ellipse. 
Soit^=ffM: l'équatioD do diamètre égal à <J , et -z;,', y!, 
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*.",r,'loj coordonnée» de» Mlrémiléi de ce diaméli», oui, 
On Ironro : 

oW+i" !'■ ■'■'-•«■„-+4" 

£o cbangeuil m eo »t', on a pour (f : 

l4l deox éqnalions en m et m' sont donc 

"'*'!'+'"') _ ?'■<->'■• a'f(l+m') »•+»■„■ 
aW+4- )-l^- " a-m'+b- np"' 

« lia riKliant et prenant »> et m' de lignes contraire», 
ona : 

m=:± i »» =: ip — , 

et l'on a bien 



Soit naintenant .r= "J^ tm diamètre parallèle à la conle 
r^x-c), les coordonnées da point d'intersection de ce 
arec la corde ^=— 1 (j:— c) sont c 



i-H.--^-Hv' 

ia dislance de ce point d'inteT»ectioo an centre est donc 

(»r GOnMqiient, lessegnentsde cedianiélreswil : 

An. Di H*TMa. Tii. 10 
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'l/î+? kl + a- ' 



(») 



Cbercbons maiotenant tes rarofu vectean menés do royer 
F aux extrémités du diamètre taia\\i%aéy=mxwi~-x, 
va prenant le signe 4- pour m. Les coordonnées des poiuU 
d'intersecUon de ce diamètre aTec l'ellipse sont : 

\/t+,-' i/rp' 

la distance da fojcr F à diacan de ces points est 



-V 1-H.- 

flV/l + a'— C 



expression égale i (4). Faisant le même calcel pour If 
deuxième rayon , on trouve : 

cxpressjoo é^ale à (5). 
Si on prend te diamètre y=i x pardièle à la corde 

y = . — {x — c), on trouve pour les segments de ce dia- 
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tnètrc. délcrminés par la corie y = ,(cc-c), clponrlei 
rajon. »ecteurs mené, da fojor F au< cxirtmife du dla- 
«èlrc conjugué ^ =_ i j,j„ ..prtMion» c„mna,n« 

U d«„iém. partie do Ibéorta» » ira,™ ainii dtao.,- 
<nSe. Dai»l'liJpei*ole, la w„mc tecami.deac,,,*» MN 
^IPQeatoiMMIante. 



SDR li GÉOMÉTRIE SPHÉRIQUE ANALYTIQUE. 

VAB M. BOaaHKT, 

pr*t««Mur d« m.ll,éii..llquM « lye*, de Toar. [■)- 

Le» Nimtxlla Amata mentionnent (page 475 18*7) 
la prcanialion que j'ai faite à l'Académie des seienje. d'un 
0"i de géomélrie spbérique, à la date du 15 norembre 1847 
et annonçant que mon mémoire a été renvojé à leiamen 
d-nne eommiasion composée de MM. Cauch,, Poncelet N 
LienviUc. 

J-allendai, le rapport des commissaires, lorsque yotre 
mméro de février, que je riens de réceroir, ma fait con- 
Mln, les recherche» de M. Vannson snr le même Sl,jel U 
»I«*m. de coordoimécs employé par M. Vannson est celui 
q«ej .■ moi même employé dans mon mémoire. Celte coln- 
ndence me déterm ine i ro«. adresser quelque, détails »ir 
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les époques auzqaelles j'ai donné counaissaoce de dkni Ira- 
vail, et sur les matières qui j sont Irailécs- 

Lc 12 JQin 1847, j'ai déposé ce travail dans les archirea 
delà Sodété d'agricalture, sciences, clc , dn départemeirt 
d'Indre-et-Lolrc , afin d'assnrer mes droits k la priorité dans 
des recherches qui me paraissaient int^'essaDtes et qne je 
croyais neuves. 

Pendant la session dn ooDgrès sdentifiqoe qni s'est oaT«-t 
k Toors le 15 septembre 1847, j'si en occasion d'exposer les 
principes dont je faisais nsage dans la réscdutÏMi des pro- 
blèmes de géométrie spfaérique. 

Enfln , mon essai de géométrie analytique de la Gpbèrc a 
été présmté h l'Académie des sciences dans la séance do 
15 noveiid>re 1847, 

\oiti tnaintcnant l'analyse de cet essai. 

§ 1. Préliminaira. 

Dans on court résumé, je donne l'historique de la géo- 
mélrio do ta sphère. Je Tais remarquer l'absence d'nnifi»-- 
mïlé dans la marche suivie jusqu'ici pour traiter les ques- 
tions relatives à celle partie de la science de l'ntcndac. Le 
système des coordonnées de Descartes réunit bien ces carac- 
tères d'uniformité , mais il ne permet d'étudier les courbes 
spbèriques qne par leurs projections. Les projections étant , 
dans le système de Descaries , des ialermédiaires obligés 
entre la courbe étudiée et l'esprit qui l'étudié , présentent 
souvent des obstacles h l'investigation. 

Cet inconvénient disparaît quand on rapporte les points de 
la êfbbrc è deux grands cercles > l'une des coordonnées est 
la longitude dn point ; l'autre coordonnée est , non pas sa 
latitude, mais une dislance qui, comptée sur le premier mé- 
ridien , se trouve dans les mêmes conditions que la longitude 
comptée sur l'équaliiar. 
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Ce clioîx de coordonnée* permet de partager les Ugoei 
spbériques en deux classes; les lignes dont les équations ne 
rcnrerment que les tangentes liigonométriqaes des coor- 
doonéea , ce sont les lignes algébriques. Toutes les autres 
lignes sont appelées tranacenduntes. 

Les lignes algébriques- sont dialrîbnées en lignes de dlSé- 
raits ordres , suifant le degré de leur équation. 

Les lignes transcendantes ne sont soumises k aucune clas- 
siflcaiion. 

Toute équation algébrique du premier degré représente 
no grand cercle, c'est-à-dire l'intersection de la sphère par 
no plan conduit par le centre. 

Tonle équation algébrique du deuxi^e d^^ refwésente 
one conique igriiériqae, c'est-à-dire l'inlersectioD delà sphère 
par un cône du second degré dont le sommet est au'centre. 

En général , tonte ligne algébrique do l'ordre n résulte de 
l'intersection de la spbére par un cùne ayant son sommet au 
centre , et doot l'équation . en coordonnées reclilignes , est 
du degré n. 

Cette première partie se termine par des formules ponr le 
changement de coordonnées. 

$ 9. Examen particulier des lignes du premier ordre. 

Équation dn grand cercle assujetti à deux conditions, 
cDoime de passer par deux points de la spbère, d'avoir ponr 
pdie no point déterminé de celte surface , de passer par un 
pi^t et de couper un autre grand cercle sous un angle 
donné, etc., etc. 

Angle de deux grands cercles donnés par leors équalious. 
^ 3. Du petit cercle. 

<^'est une ligne du deuxième ordre ^ son équation au 
moyen de son p61c et de son rayon polaire ; angle de deux 
petits ccrcleB donnés par kars oqualîons; a\c radical dvt 
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d«tK petits cerckfl -, cealre de Bimilitude ; ccalrc radictldr 
trois petits ccrclct ^ UMge des pr^riéléa des centres ndi- 
eani cl des cenlrei de Nmilitude, poiv déterminer on cercle 
par trois cuiidilkmit. 

En terminaDt celte Iruiiièaïc psriie , j'ai occasiOD do re- 
marquer cette twilo propriété de géométrie ipbérique : st 
d'uD point de U sphère, cxiérietirc à nn petit cerde, on 
mène deux arc» sécants k ce petH œrde , les tangenlea tri- 
gonomélriques de la moitié de ces sécantes sont réciproque- 
aocDt proporlioaDelies anx tangentes de la moitié de leurs 
parties extérieures. Propriété analogue pour le cas oà 
le point est intérieur ao petit cercle. [La finproekaàtemtKt.) 

SUR LES CONES DU SECOND DEGRÉ 
tt tur teê ell%pie$ >pkirique$. 



(1) PnMétM. Trouver le lieu des droites OM telles que 
ta somme des angles COM , COM soit constante, OC et OC 
étant deux droites fixes. 

Soit COQ' =:Sc-, prenons la bissectrice 0/n pour axe des 
I, l'axe des x étant perpendiculaire kOmel dans le plan 
GUC', enfin l'axe des y perpendicalaire en O au plan de xx. 
En suf^msant COM =° A , COM = B , l'équatioo sera 
\-\'li=2a, Su étant on angle constant plnsgrand que 2c. 
Comme l'on a - 

cos A cosB— uaAsinfi =go6 2a ; 
(cos AcosB — cos2d]'= Bio-Asia'B=(t — cos'A)(t -cos'B), 
OQ en déduira l'équalico 

cob'A-f cos'B— âcos2(f cos AGOsB=Bio'3a 
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Mak- 

eos2a=i — 2aiD'a| riaSo^Saina coid j 
delà 

(cmA — cotB]'-)-Mn'dco8AooftB=4sin'ao09'a. 

D« plus, OM fait avec les trois axes des anglea ayaol pour 

COSillIH 

DemAne, OC Tiit avec la ixea des angles drail les oositms 
ioat fine, 0, cote; enfia OC (ait avec les axes des angles 
afant pour cosïdiu — sine , , cosc. Oo aora donc : 

cos A^(» C06 e+ J Biotf) : V/a:'+J''+*' ) 
d'où 



et par suite l'éqnatioo 

*'8in"c+Bio'a(z'cos'c— %r'8in'c)=sii»'aow'a{j:'+r'+»'). 
oabieii encore 

cos'a (bIb"» — sin'e) x' -\- sia'd.cOf'a^' + 
+ illl*<l(COB*fl— cos'c)»' œO, 
oo^d— «o^<r = — (rin'd— stnV) ; 
4'afHeon on a ■ 

l'angle 6 étant celui que la dmte OM fait arec Ce qnand elle 
est dans le j^ My; oo aura diHic : 

00f«.j:*+cofV — »'==<►, (I) 

ce qui esl l'équation d'un cdne du second degré j on sait , 
réciproquenoent que tout cOne du deuxième degré pmt être 
représenté pac une équalioo telle que (1). Donc tout c6m a 
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ieoa. lignes focales qni font avec une même g^i^vtrice des 
angles dont la somme est constante. 

(3) II est h remarquer qa'on parriendrait i la même éqoa- 
lioQ en partant de l'éqoation A — B=3a, Void pourquoi. In»- 
ginoos une sphère ayant son œotre au sommet du cAœ j k 
courbe d'interseclion sera une ellipse sphériqne, et si les 
lignes focales pavent la s^tôre en C, C dans l'intérienr 
d'une même nappe et en C„ G,' dans rintérleur de la nappe 
apposiez si de plus M est un pokil quelconque de l'ellipse, 
on aura CM-t-G,M= ^, CM + C,'M=». Soit de fdt» 
CM4-CM=3a, il» résultera CJU+C/Ht^SR— 3a. Donc 
C, et C,' sont également des foyers de l'ellipse. On a aussi 
C.M~CM=«-2«, CM— CM=.r_2a , donc C. et G, on 
bien C,' et C, peuvent être considérés comme foyers d'une 
bypertxrie spbèriqne (la diSËrence des arcs étant oonslanle) 
qui ne diflftre en rien de l'ellipse B{diér{qiK, si ce n'est par la 
position des foyers- 

{3) Si l'on prend x^-\-y -^s' •= f* pour êqnatîoo de la 
sphère , l'élimination de e donnera : 

Telle est l'équation de la prcqection de l'ellipae spbèriqne en 
cowdoaBées rectilignes sor le plan xy. 

Parmi les divers moyens pour détanuner un point sur la 
surface i|riiériqne , un des plus timides est de prendre dons 
grands cerdes perpendiculaires entre eux , mX et mY; du 
point M de la surface on mène sur ces cercles les arcs perpen- 
diculaires MP, MQ qni rencontrent m\ en P j eoit mP=^x, 
et MQ , qui rencontre mY en Q ; soit mQ=ryr,. D'ailleurs on 
T<Ht de suite qu'on a taag x,= — , tang^, = - , d'où , an 

moyen de (JjV(f)Vi = Ç)'. 

C,.;,l,ZDdbyC00gle 



'• ~ V'taDg'x,+ laog>,+l ' 
réqaaIiOD (3) devient doDC t 



/ ttng-r. Y ■ / tan(;j-. Y_ 



(3) 



TelleestréqualiOB en coordonnées spbérique, indiquée à la 
page H de ce volame. 

(4) C&tu tttppUmentairi. Si par le sommet d'an ctee de 
■econd àegré oo mène des perpendiculaires aax plans tan- 
gents, on a nn nouvean cAoe du second degré , el si l'éqna- 
liOD da premier est cot*aj;'-|-cot*£>r* — a*:=M) , celle da se- 
cond est taDg'0x*-j-tang'^ — z*=0, d'où l'on condoera 
que le premier cOne est supplémentaire du second. 

ConpMis le cône col'aJ^-\-coVbx'—z*=Ù par le plan 
t=px-^qjr, il Tiendra 

(col* a — p')J:'—^pq2^+[CO^'b—q')x'=0 ; 
le pbn sera tangent si l'équation précédcnle ne représente 
qo'nne droite, ou si son premier membre est un carré; il faut 
poor cela avoir col'a.col'fr— ;t*cor6— 9'cot'(i=0. La per- 
pradicnlaircauplana pour équations x-4-7>s=0, ^-f^^^^^i 
l'élimination de^ et q donne donc : 

z'cot'âcol'6 — a'col'é— j-'col'a=0 , 
on ir'lang'fl+;j''lang'i — a'=0. 

Le cAnc sapidément^re détermine sur la s|A6re l'eJUpse 
•oppléoienlMre i on voit donc qu'étant donnée l'ellipse 
spbériqac d'équation (3), l'ellipse supplànentaire a ponr 

struclioD du cOne suppicmeulairo , on voit que l'ellipse sup 
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plémeD(air« eit le lieu des pMes des arca de grands co^lea 
langoits h l'ellipse primUire. (V. jinnaUty p. 56.) 

(5) Si l'on fait loorner 'les axes coordonnés antoar de l'axe 
Aetjf, de sorte que l'axe dn j^ vimnc s'appliqaer sur mie 
ligne focale, en posanl x:=2^sia&—z'casc, z=^'co6c-|-z'sinc, 
l'éqoalioD ducdne cot'âr'-l-cot'^' — 2'=0deTÎeodra : 

., „ / lang*& sine y _ /Mlnc+.rcoscgin'6 y 

^^ ' langfl Koacoab} \ eioacosA / ' 

d'où ce théorème : > Les plans perpendJcoliires aux lignes 

» loeales d'an cdne le coupent sniraDt des dlipses dont an 

■ (ojtr est sur la ligne Tocale. ■ 

Detnéme, sironfait tourner les trois axes aaloor de l'axe 

des :r de nuiDièrc qac l'axe des j' Tieano s'appliqua sur nne 

ligne focale du cône supplémentaire, en posant : 

j-;=y sine,— z'cosc, z !=ycoec,-\-3.'siac, 

sin'i 

et Gosc.s -r-î-. 

sin'a 

l'équalicHi du cAne cot'ax*-|-cos'^^ — z'=0 deviendra : 



\ cm'af Vcot'fl/ 



De là ce tbéwéme ■. • UacAneestcoapé suivant des cercles 
" par les plans perpendicolaîros aux lignes focales du ctaie 
» supplémeataire. Autrement : Si deux cônes sont sapptë- 
■ mentaires, les sections circulaires de l'un sont perpendicu- 
» laires aux lignes focales de l'autre. 

I l'est i remarquer que les lignes focales du cAoe sopplé- 
nientairc t3ng*ajr*+taDg'6x'— z' = sont dans le plan zO/ 
cl font avec t'axe des z un angle c, dinmé par l'équation 
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D'ailleors, si Vm représente par I l'inclinaison des secteur» 
circulaires du cône col'ax*-|-col'i'y*— z'= sur le plan zO:r, 

ouacos'(;,:=stn'I=-r-:- :=sin*B, en représentant par 6 

sin a ' ' ■ 

l'ange opposé au côté b dans le Iriangle sphérique rectangle 
dont le* côCéa sont a, b, c. « Ainsi l'angle des deux sections 
> drcolaires sf métriques par rapport an plan de ses lignes fo- 

■ cales, est égal&l'aDgle formé parles plans qui passent par 
• une ligne focale et les généralrices opposées de la section 

■ principale minimum. » Do là celle construction : Divisez 
<n deux parties égales l'angle d'une ligne focale et d'une 
droite AA', les points A, A', étant sur les lignes fucaks et à 
égaks distances du sommet, ou sur aoc parallèle à l'axe des .r. 
Le plan mené par la bissectrice perpeudiculairemeot à celui 
dei lignes focales ira couper en fi el B' les deux génératrices 
qui forment la section principale lainimum et les plans A A'B, 
AA'B' seront deux sections circulaires symétriques par rap- 
port au plan des lignes focales. 

C'est dans les mémdres de M . Chasles, et notamment dans 
k iDéiDOire de géométrie pure sur les propriétés des cAnes du 
second degré, que l'on trouvera de nombreuses oonséquencrs 
des propositions précédentes. 

iVo6/étn«. Discuter la courbe, iulerscclion d'une spbcrect 
d'uneelUpaoïdede révolution autour de la ligne de ses foyers 
supposés sur la spbèrc, C'est une sorte d'ellipse spbériquo 
décrite par un fil attaché en deux points de la sorface , mais 
inti^eursA la sphère. Quand le fil est extérieur, on a l'ellipse 
sphérique dont il a é^ question plus haut. 
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EXERCICES 

sur les équationi irratiotuullet ratduei rationnelles , 
d-aprte M. FORSTBHANN, à DiBliit. (Crelle , XIV, 118, Itls. ) 

i, yÂ+VB = <t, A — B=0. 

S. |/Â+|/B+|/C=0; A*+B*+<r— 2(AB+AC+BC)=0. 

Sx' — 2Ejr,.ar-{- Ex,' — 2ir,jr, = ; 
z dérigne des foncUoiiB symétrique*. 

4. \/Â+|/B + |/C+\/D=0; 

ï A* — 42 A»B + 6î A-B'^ 42 A'BC— 40ABCD = 0, 

5. Vx'+x. + i^x-i-x,^ V x-^x,-\-yx+x,=Oi 
BLr— N=Oi M = 81x,'— 2jr,jr,*+22«.x^,; 
S:=lx* — izx,'x,-\-fiïx'x*-\-tëx,^x,x, — 4(hr^^,Jrj; 

^.= ,; ^.^2; X, = 3i ,,=5, ^ = S = -^^ 
jr,= 1; x,=2i J:,= 3; .r«=4; a: = » . 

6. Queslioa t A quel de^ré monte l'équatioa reixliie ra- 

IJoanelicsoiTanle? 
\^x+x.+ {/x-{-x,+\/ x+x,-^...\/x+x,=0. 

7. (Î'Â+»^B+ 1^0=0; ZA^+SZVB— 21ABC = 0- 

8. px+fyx—7 — <^ï^^+Z—0i x=S; 
x=: — i(81±|/— 153»). 
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£A«— 4£à^fi + fiSA'B" — lâ4£A>BC = 0. 
IlfccH-Nj:ï4-P^-|-Q:r+R=0; M=:375; N=50ft2j:j; 

R = — Sa?,* + iix,^x, — 6ïljr,"j7,*+ ia4Ej:>^, j 
X,=80i X^=ii; X^=0; 

3j:*4-3$0j:H13842x*+f29580j:— 143805=0 ; x=1 ; 
ar=:— 80^000&2*i ^ = — 23,8307±5,l963ll/^. 
i _ |Vv-M'ÂB + ^B- 
■ ^K+I^B A+B 



QUESTIONS. 

180. ÊUDt donnée la base d'un (riangle curviligne formé 
par trois arcs de paraboles ajanl le même foyer, le lieu da 
sommet, lorsqoe l'angle lait par les dcax cfttés est constant , 
sera an ovale de Descartes. (Slrebw.) 

181 . Démontrer la formule suivante : 

f' '°« ,"-'°'-"°''U . =lo|,(co.«l Ç- ^ -^ 
J , |/l— Bîn'asin'v Jo Kl — si» '<»«« 'f ' 

(W. Rflteris.) 
183. Soit E la loi^sueor du quadrant d'one ellipse dont on 
désigne l'eicentridté par e; le demi-grand axe étant ë^l 
i Vanité, il faut prouver que 

r« Ewfe icx 

(W. Roberts.) 



byCoog[e 



183. f. travaillears, dont la force lodividodlc est repré- 
senléc par/,, exécutent m, mètres d'onvrages en i, jotm 
dans un terrain dont la dureté est rcpréacatée par d^; l'in- 
dice » prend les n valeurs 1 , 2, 3... n; combicD de jour* 
mettront toas ces Irarailleiws , au nombre de (i+f,-}"- ^> 
tranillant cniemblo , à eiécntcr M otètres d'ouvrages dam 
un terrain de dureté D ? 



DE L'ELIMINATION DE LA VARIABLE 

entre deux e^MoAoH aigébriqtte$. 
Par C. G. J.UOOHl, pr«[MMar i Kontgtbcrg. (Crclla, XV, iti, il», taUd.) 



I. 

Entre les diverses méthodes d'élimination qui ont élépri^ 
posées , il en est une que je me rappelle avoir Ine jadis dans 
les ouvrages élémentaires composés par le cél^re Bezout , et 
qui se dislingue avantageusemenl des autres k divers titres. 
Mon but est d'exposer brièvement cette méthode et d'f 
«joaler diverses observations ('). 

Mous pouvons supposer que tes deux équaliOfu sont de 
mente ordre ; car si l'une des équalions est d'an ordre in- 
férieur à l'autre , il auflini d'égaler à les coeffideals des 
pulBMneea manqnaDtes. Soient donc ces équations : 
flx] = a^x'-\-a^^'^+a^x'-'...-\-a, = 0. 



(*) Lu «ileiin du progrunne d'admiiBÎm 1 l'École poljuebnlqoe D'onl fii 
«u la nain bearaow «d cbolduanl parmi lc< meibodei d'eUminalian celle dn 
p. g. c d 1 la t^iii manialae , ci Lelleneel lanpie , qv'an a tU «blig« de froi- 
erirt la partie euanlielle, la diKuiilen dei faclenta ^iranners. Ce pfegramme 
aurai! bnaln d'ttre totalsmenl ramanit, Mr II danlne et nlraicrtnigignemeal. 
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Kelrancbanl la seconde équation multiptiéc par a, delà pre- 
mière moUiplièe par b^, il vient une équation de l'ordre r — 1 ) 
retrancbaot la seconde équation moltipliéc par a^-\-a^_, de 
la première moltipliéc par b^x -\- ^,_,, an (Atient encore udr 
seconde équation d'ordre n-~ I ; la soooode équation, étant 
multipliée par a^x' -f- a,,^jx -}- n,^ et la première par 
fc,j:' + b,^x + b,^ , on a encore après la soustraction une 
équation d'ordre n — 1. En continuant ainsi, on lire des 
deux équations n antres équations d'ordre n — I , dont la 
dernière s'obtient en multipliant la seconde équation par 

et la première par 

et faisant la sonstraction. Euler a employé, dans son Intro- 
duttio , la ^cmièrc et la dernière de ces éqnations , et n pu 
déduire des deux équations données deux autres d'un ordre 
immédiatement inférionr i et par la même méthode , ayant 
dédait de ces deux-là deux autres d'un ordre inférieur, et 
continoant do mémo, il enseigne le moyen de parvenir à 
deux équations linéaires, d'où l'on peut tirer la valeur de la 
rscinc commune et aussi l'équation de condition , qui ne ren- 
ferme pins la variable. Mais dès qu'on peut obtenir par le 
moyen indiqué n équations entre les n — 1 quantités lioèai- 
tes, X, x", x^, ...x*", on peut les éliminer; on parvient 
■iosï de snile à l'équation finale. Telle est la méthode de 
Bozont, et comme il parait la pins eipèditive do toutt^ , et 
par laquelle nous verrons que le pn^ime de l'oliminaiioD 
de la variaUfe entre deux équations du »'"* degré est ra- 
menée à rumination de n — t variables, de n èqualiuna 
linéaires , élimination qu'on effectue par la formulé générale 
connue. Suivons cette méthode de plus prés. 
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II. 

t*OBOnS : 

ni,= [a.j:"- + a^x'^-\- ...0.]t{x) \ 

vl Mit «ncore , le lernw coasl*at éUDtmoltiplîé par x° 






an-ifiX 



L'éqoBticMi fîaale cherdiée »era le résultai de l'élimiiialKm 
dea n — 1 quantités f', a:', x^, ...x'^' entre les n équtioiu 
desn— l'"*<«tlre. 

n»j=0; »t,=0! i7i,=tO; ...m^=0. 

Examinons de plus près ces n équations. 
D'abord les téritt horizontale$ de» coefficienti lont lei mémtt 
que les iériea verticfUet , on bien on a : 

•r^=«.,r- .. (3) 



~iK^^^+b^^'^-^...l>m]Ax) [ 
RcMplacaot ?( x) et/(«} par leurs valeurs , on (Client : 



(5) 



Si r-|-*-fi>B, alors la partie positive s'arréle aa terme 
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« Af+i-* ^1 1* poulie n^tiTO â fr^or+jt-i-ii , oo a de métne 

— [*r+ia, + 6r4»af-l + -■ + frr+*f laj . 

S{>>r, oo a: 

a^r — «f-^ =ar+|frA-|- «rt»fr»-i + ■ ■ ■+ ^»*r+i 
— [tr+ia» + ftp+s».-! + . . . + A^r^-i] ; 

UT, le second membre s'anaale de luinnéme , donc 

a(,r^'r,t' C. q. f. d. 

llniitde9formule8(1]et (2), el de l'équalion (3) 

m,+»i^+M,jr*+m^+...+m^^"-'=lar>r''j,' = 
i=[na^x*~'-\-n — 1 .a,^j:"^+ . ..+a,]fX — 

dana la somiM £, on donne h rets toutes les ralears 0, 1, 
3, 3,... n — 1. On peut anssi mettre cette formule soos 
cette forme : 



III. 

x', JT*, j:^, ... x"^' étant considérées comme n incon- 
nws, posons qn'on «il obtenu par la résolution des équa- 
tions (S) : 

Lr*=:Ao^,+Ap,im,+A«,iin,+...Ap,»— imi,_i \ 

l*z'=Ai^,-(-A|,im,+Ai,im,+...At, m-i"**—! | 

Ur'=Aj,oni.+Aï,,m,+Aï,iBi.+...As,i^in»»_i 1 (6) 

I-«*^=A«— i^M'+A»-i,im,+A»— i,jm,+. ..A,^i_,i_iwj,_il 

I-^ S± >0^l,t>3,3- ■ - 3«— I, »— I 1 



An. >■ HittllB. 
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où 2 détigoe comme à l'ordinaire le dékrmmmt C) '«»* 
d'après U règle connue. On sait que la propriété des 
coefficients dra éqnaUons (2) appartient aussi aux coefficienli 
de lenrt éqoationa inverses (6), et qne l'on a 

L'éqnalion finale , résultat de l'élimination de x", x\ x», ... 
x"^ des B équations «i.=0 ; m,=Oj w»,=0, ... '",^=0, «t 

TiriMisen diTerses expression» de la radne commune x 
et de ses puitsaoces ; or, en canettant une des « équatiow 
m,= Q,fn,=0, ...«,_^0,(Hi déduit des « — 1 équation* 
restantes, d« rapports entre les inconnue»; et selon qoe 
l'équation donnée «t la premita* , la seconde ou la n*^, on 
aura « modes diflérents de déterminer ces rapporta. 

Si on n'admet pas l'équation mr = , akw» on déduit 
de (6): 

x' : X' : x\.. : x"- = A,.r : a,., ; A,.,-.. : A^,,r. (9) 

d'oùx":ir''=A,',r-.- : A^.r. OnlrouTedelamémemani^, 
en ne faisant point usage de l'équation ^^=0 : 

x' : x' ^ Ar.r' ; A,^ ; 

et comme Ar,)^ = Ar'.r, on a ■. 

x"x' : x"x' :: A,,r' : A^,r = A,-,, : A^,r. (10) 
Donc m et m' désignant deux quelconques des nombres . 
1, 2, 3, ... n — 1 , le produit x'x" est propwtioanel i 
A*,*'; il s'ensuit qoe lorsque r+»=r' + ï', on a : 
A„=A,-y. 



>n cr*néricDn*. 
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IV. 

L'éqaation finile L=0 n'est pas afléctée d'ua facteur 
sup^Hu ; Car, romme les qaanlllés ar,* sont linéaires rela- 
tivement hartlibr, il est clair qae l'expresaion L numtc 
è la dimensioo n relativement k chacune de ces denx con- 
stantps , et on peat établir à priori qa'one équation 6nale 
ainsi composée est débarrassée de tout fadeur étranger. 

En rffu't, Euler a jadis Tait observer (anc. Mém. de l'Acad. 
de Berlin, IV, 1748) qu'on obtient l'équation finale vraie ei 
pure, résultant de rélîminalion de jr entre les deux équa- 
tions/ (jt) = 0, If (jr) =• 0, si l'on subslitue toutes les racines 
de la seconde équation f{x} = dans /[x), et qu'on égale 
à le produit de toutes ces valeurs. II est évident qne les 
constantes de /x montent dans ce produit à une dimension 
marquée par le nombre des racines ou par le degré de 
l'équaiion f[j?) =::0; ainsi, comme ce qu'on dit d'une rooctioa 
doit se dire de l'autre , l'expression L renfermera aussi les 
dHistantes de <(>(j:) è une dimension désignée par le degré de 
/lx)=^i donc, dans le cas actuel, où les deux f(H>clions/(x), 
^x) sont chacune de degré n, l'eupression L relativement 
aux constantes de l'une et de l'autre fonction, monte au 
d^ré n par la nature de la question , et ne peut descendre à 
un degré moindre. 

Tontes les fois donc qne dans la suite de ces calculs nous 
lomberons sur une équation M = 0, M désignant une fonc- 
tion rationnelle entière des constantes ar, br, telle qne rela- 
lÏTonent à l'une ou à l'autre de ces constantes le d^ré est 
moindre que n , nous en conclurons que cette équation ne 
siarsilétreréqnation finale, ni divisible par l'équation finale, 
mais qne M est idenliqnemenl nul. 
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V. 

Les eipressioas Ar^ aoot de la dimension r — 1 par rap- 
port à Om et à fr», donc l'équation Iroavéo ci-de«sus 
Ar^= A^^ (Icwsqae r-f jœ/^-I-»') estane idenlilé.oa bien 
toutes le» <i%umtUii Ar^ oà la lomme de» tndicei wJ la mtmt 
tant idelUiqua. Comme les expresaions Ar^ dépendent seale- 
mcnt de la somme des indices , nous écrirons par la suite 

Ar,. = Ar+^ (11) 

Celle matalion admise , nous voyons que telle at la natart 

det coefflcients orjt 9»i affectent la équationt lin^iree, de»- 

quellet on Ure l'équaHon jinale cherchée par l'élitnûtation det 

inconnwei , que si l'on pose : 

a»^, + o*,i:c, + oo,»a:, + . .. +oa,,_i j:,_i = m, 

"i>r.+ a,,,j:, +3é^. + ■ ■- + «i.ii-iJ^»-i — w. 

'ifiX^ + «a,i j:, + «),»r. + .. . + ii,,«-i a'H—i = m. 



(12) 



let équationt invertet, pour leiqtullet la quantitit Xr sont 
exhAées en mt, prennent la forme - 

Lr. = A,m.+ A.m. + A.m. + ... + A„_,»v. I 

Lr, = A.ni, -|- \,m, + k^i, + .. + A.»»^, ( 

Lr,= A^.+ A,'M, + A,m.+ .. + A^.m^. ( C^' 

I^,., = A_m. + A,m, -H A^,m, + ... + A_.m._. ) 

Si l'on substitue ces éqoaiîons (13) dans une des équa* 
tioiis(12], 

=r,i>-». + 'r,iJ",+ ar,l.ï".+ -- + "r,ii-i-^«-l = "'r, 
il vient : 

«r,DAf + Br,iAr+i+"r+îAr+S + .-- + 'f,»-|Ar+ii-i = '-'l ('♦) 

ri si r- et 1 sont difllêrenls , on a l'identité 

''r,oA, + »r,iAH^i+e,,iAm + .-- + ='r.»-iA,t»-i = 0. (15) 
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Dans ces formniee, r, s peuvmt prendre log valean , i , 
2,3 ... « — 1. 

Vt. 

Il mit des formolea (10) el (11) : 

x'*^ : x'-+'=At-+, : A^+r, 
où r, r*, j , / sont des nombres qnelconqaes de la suile 0,1, 
a, ... n — 1 ;iinsi loalestes Tois qu'une valeur de .r satisfait 
aaxdeaxéqDaiJoDs/(x)= 0, ip(x)=:0, el qu'on a par con- 
séquent L = , les puissances a" de x sont proporHonnelles 
ans quantités A», m désiguant un quelconque des iiombres 
0, 1 , 2, ... it — t , uubien qu'on a : 

t:x: x'ix'... :x"-'=A^: a, : A.: a,...: a^,. (le) 

De là on peut déduire diverses relations entre les quantités 
A., A,,... A,^, lorsqu'en même temps il ouste entre les 
constantes or, br l'éqaation conditionnelle L=Oi ainsi 
de (16) on déduit: 

A»A«'=A»t-'i A.-'A«=Ar, (17) 

un bien les expressions AnAM-i—A^f H'; A,*^Am— A," sont 
di*isiUeB par L. 
Si l'on maltiplie les équations proposées 

0=/(a:)=a,x" + a^jr"^'+...a. 
= f{x) = A.ar" + A^J""" +.■■*« 
mccemiTemenl par i,x,x'... x'*^*, el qu'on remplace dans' 
les |»t>dnita les puissances x" &e x par les quantités propor- 
tionnelles Am , il vient : 

= o,A.+ a,A.+ ajL,+ ..:+ «,A. ) 

0=a,h,+a^.+ a^,+ ... + a^/i^,\ J (18) 

= a,A^,+<i,A,^,4---. + 'ï.A^. ] 

Équations analogues eab. (1 9) 
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Mais les expressions à droite dsos (16) montent sealeineot ni 
d^ré n — 1 relativement ans constanlcs bm, et dans les 
équations (19) sealement au de{^ n— 1 relatiremeat aux 
constantes a^; donc, d'après les observations da $ IT, tti 
iquatiotu (18) et (19) lont ithniiquei. 

Nous arons va qu'on peut former, avec les coostantes qui 
aOeclent les équations |woposées do n*^ degré , 2n — 1 ei- 

pressions (A,, A A„^) , expressioag enti^«soù lescon- 

staoles de l'onc et l'autre équation montent au degré n — I, 
et qui sont , toutes les fois que les éqaaUons ont une racme 
commune, proporlionDelles anx puissances 0, l,3....Sn— 2 
de la racine commune ; et il résulte facilnuent ce qui pré- 
cède , qu'W n'existe pai une telle expreeiion qvi loit propor- 
tùmnelle à la putuance 3n — 1 de la racine commurte. 

Car, mil A„^ une expression telle que l'on ait ; 

x* : X' ; x* : ....jf^ix'*-' = A^: A, : A :a,_,:A^, 

multipliant les denx équations proposées par x*"" et rempla- 
çant les puissances de x par les quantités proportioonellesen 
Am, il vient : 

*.A^4-M, + *.A^+ — +*,A^=0. 
Ces deux équations montant au même d^ré n — 1 par 
rappOTt aux constantes sont identiques. La première de ces 
équations réunie aux équations (18) doune un système qai 
' fournil les rapports entre a. , a,, a,, ....a,; la deuxième de 
ces équations, jointe aux équations (19) , donne un systèiiK 
d'où l'on dédnit les rapports entre bt,b,, ....b^; commects 
rappwts proviennent de la même manière de deux sysIéDMi 
identiques, on anra donc t 

a,', a, la,.... : a^:=bt '. b,l b : b^; 

ce qui est absurde. 
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VII. 
Sotent U et N denx fonctioiu de x rattonnellM^ entièrai 
•t de degré n — 1 ; on peut toajoun détermioer les 2n coef- 
6cieQtsde ces roaclions do manière qne l'eipressioo 

derienne égale à une expressiOD donnée en x . ralionnelle et 
entière et de degré in — 1 . Celte délermiDalion des coeiB - 
cieols de M et N exige la résolniion de 3n équations lioéiire* 
eotre deux inconnncs. Appelons Lie déDominatear conunnn 
anx Yalears algébriques de ces coefficients, obtrams par la 
résolution des équations -, et posons : 

dont les coefficients de M et N sont des fonctions entières des 
coostaDles qni afrecleQty(^) , ^{x) et Q. 

Toutes les fois qu'on aura simultanémeDt/CxjsO, ^[x)=0, 
OD aura aossi L = ; car il est permis de Taire Q ^ 1 . Celle 
éqoatkm , ne renfermant pas de .r , n'est autre que l'équation 
finale cherchée et la même que nous avons trouvée ci-dessus. 
Eoler est le premier qui ail indiqué celle méthode d'élimina- 
tion (Acad. de Berlin , XX, an. 1 764] [*) . Montrons comment 
Q étant 1, ou égal à x,x*, x^ ....x"^, ou & une fonction 
quelconque entière et d'ordre în — 1 , les foDctkms mulliplica- 
Irices M et N peuvent généralement être déterminées en 
A„ A,,A A^,. 

Sabstitoaut dans (13) x^ au lieu de xr, où r est un des 
0, 1, 2....n — 1, il Tient ! 

ArWl, + Ar+i m, -|- A»fr m. + . . . + Ab-i-h-»»»-!. 
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UaiM cetle valeur, si notu reraplaçons m,, m, , m. . . 
par lenn valean tiréea de (2) , { 11 , et ayant posé : 
-i-Mr=Ar [i_j:^' + A^a^ + .... +*,] 
+ Ah-.[6,x'"+ b^^' + .... + *J 



il vieat 



+ Ar4i.-l*.i (M) 

Nr = Ar [o,*"^ + a«_-r"-+ .... + a,] _ 
. + A,+, [fl.:r— +fl^a:-»+....+«J 

M,/(jr) + Nrï(jr) = Lr'. (il) 

Le Dombrv r peut prendre seolemcDl les valean 
0, 1, 9 .... » — 1 i mais nous allons faire Toir comnietit les 
fonctions mulliplicatrices se déduisent de nos formules pour 
les valeurs n, n -j- 1 2n — 1 de r. 

vm. 

Supposons qne dans toutes les formules de ci-deasos, on 
remplace x par — el or , 6r par On-r , bn-r ; alors les fonc- 
tloosy(.r) etf (j:) deviennent x~y(j-)j x~''f{x). Par le même 
cbtngemeat dans les formules (1) du paragraphe a , on a : 

+ [b, + b.x + b,x--\-....+b^.,:c'^]^^ 
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Les formales (3] du $ H donnent : 

— Wii-l-r I 1 , 1 I 

— -^ = «»-l, *-!-*■ + «iM,»-i-r- -f»*.!, »-(-»■ — +■-■■ 

.... + -., ,.,-rp^. 

Ainsi, au moyen de ce cbangemenl , ai,r se cbangc en 
— <im-t-$,n-i-r. Je fais observer qne , étant posées grénérale- ' 
ment les équations linéaires quelconques (S) , si on rem[dace 
»t,r par 0«-i-i,ii-i.r. alors dans les questions inverses (6) L 
restera invariable , Ar,i m ctiangera en A,^,.r,«-i-( ; si en 
même temps les coefficients a«, r cbangcnt de signe , alors L 
et Ar,t se changent en ( — 1)'L, ( — t)*~'Ar,t; de là, dans le 
cas actuel , pour le changement indiqué , L et Ar deviennent 

{— I)"L et ( — l)"~'Aï»_j_r. Ainsi, ayant remplacée: par -, 

et ar,br par a^-r, fr«-r, alors /(^), f(x), ntr, lr,i, L, Ar 

sa changent en"^. '^', ^p=r, „^._, _,_,,C-i)-L, 

Faisant ces changements dans (20) el (31) , et après avoir 
multiplié par (— l)"jr"'"^, il vient ! 

Mm^, V(-^) + Nî».,.r t(^) = Lx*.-.-r, (22) 

OÙ 

Mi«-i-r = Atm-t-r [!>,+ b^ + A,J:'+ ... , b^,x^'\ 
+ AiH^î-r {K-\- *.X + *.'^'+ — ■ *■ ■»»;'"] 



+ fL^,.rX'-K i (23) 

— N»...r= ki^i-r{a<,+ a.x + a.j'+ .... a^.:^"-] 
+ Am-j-t [«»+ a,x + a,x'-\- .... a^.x"^'] 
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Dans ces formoles r peol prendre derechef les Taloon 

0, I, 3 n — \. Donc 2n — I — r peut prendre les vilean 

n. n+l,n+a....Sn— 1. Ainsi toutes les ronctions mnlti- 
plicatrices loiit déterminées. De là on peut déduire bdle- 
ment les expressions des mêmes fonctions lorsque 

ctr on aura : 

M = i,Mo + /. M,+ .... /^M^ , 
H = /,N, + /. N, + .... /^Pl^. 

IX. 

Si /■<^ n , nous dédoisons des équations (20) les foDctiooi 
matti[dicalrices par les formules 

_, I Af. Arti , ArM , I Arfin"! , , 

»'=[^'+^+^+ ■■+^]/'-'' 

avec la condition de rejeter les puissances négatives des. 

Si r n, nous tirons de (23), en mettant rau lieu de 

an — 1 — r, 

Mr=[A^,+A,.,:c+Ar-,4:-+....+ArHiJ:--],(*) 
— Nr = [Vi+Ar-,x+Ar-».r*+....+A,^a:'^-]/(x) ^"! " 
en rejetant les puissances de x supérieures kn — 1 . 

An cas où les fouctionsy[x) et f (a:) ont le factenr linéaire 

x — iea commun , nous avons vu que l'on a Çr ■= — ; d'où 
l'on conclut facilement qne dans ce cas on a : 

-M,=A.^'""'-"''«'=A.r.ig- 

j: — s X — { 
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Eulo" a indiqut- , dans le oiémoire c>-deuas cité, la nature 



it les valears que prennent Mr et Nr lorsqu'on suppose 
= î. { La guiU prochainement.) 



SOUJTION DE LA QUESTION 177, 

{PmOCV.p..M.J 

PAa M. xaaALLAift , 

filera du Colltga militaire da La FUoba. 



QuatrUme cas (flg. 23). 



L'Aqoalion dn lien ûe^ieaiy =—x'+\/VR.*a^+m*,\e 
gigue — da radical devant éTidemmeDt être Acarté ; l'origine 
c*t alorf le point de contact des denx cercles. 

Poarqae^ suit réel , il Tant que iK'x'+m* 8oit>-x*, 
oa qu'on ait x* — tRV— m*<0, c'est-à-dire qoo a:^ soit 
is enire les racines de l'équation xi — 



qoi sont x;=2R'+|/*R*+'»% J:„"=2R"~^^4R< + '"*- 
La limite j,' étant négallTc, doit être rejetée et remplacée 
par , c'est-à-dire que x doit être compris entre 

-|-|/2R*+V'4R*-|-'»* et -K2R'+\/4R*+«*. 
valears phu grandes que 2R en valeur absolue. Prenant 
donc A, et A„ pour ceux qoi correspondent à ces valeurs, 
la courbe est comprise entre les parallèles à l'axe des y 
menés par ces points. 

Pour x=0, on a j-=±j»i on devait s'y attendre. En 
eBet, pour ce point, les deux tangentes sont ^alei, et par 
coBséquent chacune d'elles est égale à m; or les^trianglcs 
omR,oGm sont égaux, doncGfn='n. 
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Passons maÎDlCDaiit à ta diacussion de la tangente pour 
délerminer, romme dans les ras précédents, la forme pré- 
cise de la coarbe. L'éqaation peut se mettre sous la forme 

^+(i4r*— ♦R>'+J*-m* = 0, (5) 

a ou tanKa= rWr-i ■ 

Pour j-=0, Unga=»), et il n'y a pas d'autre point où 
il en soit ainsi. 

Pour que tanga=0, il Taut ix^-\-^yx — 8R'j:=0, ce 
qui donne encore, comme dans les autres cas , x = 0; puis 
il reste x'-\-y^iK', et, en combinant celte équation avec 
l'équation (5), on trouve à accoupler pour les points où la 
tangente est parallèle à l'asc des x -. 

. 4R*-B.l ._ 4R* + w' 
^- 4R- ' ^- 4R' ■ 

Il y a donc à ciaminer trois cas: 4R*>»»*, 4R*=:m', 
4R<<n.'. 

I* x' est positif, et par conséquent x a des valeurs 

réelles bien déterminées; et si l'on compare j/-' à m', on TOit 

que 4R^ étant >mi, et par conséquent 2R'> m', oo pourra 

. , » .. ■ . 2m'-f 2m*f-|-J« , ., 
poser iR =/n +4 , douj- = — ■ ■ , i^,,. — ,taQdlsque 

, 4KW 2m* + '2m'S' 
m = — — = , et qu'ainsi^ est >m. On voit 

»R a(wt -j-i) 

donc qu'ayant pris {fig. 31) CB'=CB"=m, il y* aura quatre 

points m', m", m"', mi'"', syméiriquemeut placés par rapport 1 

l'origine, Icb que leurs ordonnées soient plus grandes queCff 

et CB", et qu'en ces points la tangente est parallèle à l'axe 

des X i rapprochant ce résultat de ceux que nous avons déjà 

obtenus, nous trouvons k la courbe la forme représenlée 

dans la ligure 21 . 

•2tn* 
¥ x' = 0, ^'^— — E=m'; cela n'indique réelIciDcnt p« 
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de DOuTcans points , poisque ce résnllal nous ramène aux 
poinis B' et B". La conrbe est celle de la (Ignre 22. 

3* x'-^CO, xest inuginaire i il n'y a pas d'antres points 
qoe B* et B". C'est enctve la coorbe de la flgare%S. 

Cinquième cob (fig. 24). 

d>-2R. Alors B' — -rf" est ^O; nons poserons Mlle 
quantité égale à — V, k n'ayant plus ici une interprétation 
renurqnable comme dans le troisième cas, mais étant Tacile 
â construire. 



L'éqnatiOD dnvienl ioac y = — k'—ar' -\-l^d'x*-^m*, 
le signe — devant èlre évidemment écarté. 

Pourquej' soit réel, il Tant que j*+A'soit<Kt''j:'+n»', 
oa x*-\'{2h' — ^)x'-\-h* — m*<0, ce qui donne pour x* 



les limites j:,'=: A'+\/ - — rf'A'+»i' 



Vr- 



"•Vt- 



d'k^+n. 



Il y a donc encore ici à examiner soccesaivenieni m' <.h', 
m'=A', m'^A'. 

V iTi'<;A*, même courbe qu'au troisième cas, pour la 
méae hypothèse. 

2° ni* = A'; ici les deux ovales Tiennent réetlcmeDl se 
rèaniren passant par le centre, car le lieu actuel coïncide 
avec celai des projeetiotu du centre d'une hyperbole tur âet 
UmgenUs, et cette génération , par suite de la propriété qu'ont 
lesasymplotesde l'hyperbole d'élre'lcs limites Hps tangentes, 
nons indique déjà la Forme de la courbe, semblable i une 
ItmniteaU on à l'ovale de Cassini pour le cas de d'^ m. Ce 
que le calcul nons donnera ne va donc être fn quelque sorte 
qa'ane vérification. It'abord il est facile de vériGcr la gêné- 
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raliOD que noai venons d'iadiqner ; en effet, le chao^mient 
de B' en --B' cl de &* en ~ A' dam tes catcnls Tails ao troi- 
sième cas, DOUB donne ici ponr les deux éqnfiUons corres- 
pondantes i*- 

et l'on voit qu'il est facile ûe passer des deux cercles à l'hy- 
perbole, et réciproquement. Chercbons maintenant la forme 
de la courbe, x,' devient nul i il n'y a qne deux points de 
rencontre Q' et Q^ avec l'axe des x. Ponr j- = 0, on ne peut 
trouver d'autre valeur que x =0. Ed discotant la tangente, 
on voit qu'elle coïncide p.a C avec l'axe des x (fig. 34), «tt 
qu'elle est parallèle à cet axe en quatre autres points m', 
m", m'", ml'". L'ensemble de ces renseignements lui assigne 
la forme que montre la figure. 

3* m"^k', même courbe qu'an troisième cas, pour la 
même hypothèse. 

Note. RêgU générale. Toutes les fois que les termes du 
4"" degré d'une ligne plane du quatrième ordre forment un 
carré parhit , la ligne est le lien des projections d'un point 
fixe pris dans le plan d'aoe conique sur les tangentes à celte 
coniqne. (Voir t. III, p. 436.) Tm. 



SUR LA GÉOMÉTRIE SPHËRIQUE ANAI,YTIQUE. 

(Y.p.i«.) 



VAS X. SOBaMXT, 

rr«lgw«ur d« iBtUiéiDailqiti ta \jUt d« Taon ('). 



$ IV. Det conique» spkériquei. 
Réduction de l'éqaalion générale des lignes do deuxién» 
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ordre i la forme nniqne — =^H ^-:— =1- Condfiioi» 

lang*o UDg'a 

poorqneréqaatioagénéraledes lignes du deuxième ordre re- 
présente DD œrcle. Quand on cherche le lien du sommet d'un 
triangk spbérique dont la hase et la surface sont Gonstaoles , 
on tronre une équation du denzième degré; dmc le lieu est 
aoe ooniqoa spbériqae ; de plus , les condilkH» précédentes 
sont remplies; donc cçlteooniqne est un petit cercle. C'est le 
beau théorie de Lezell. On trouve une ligne du deuxième 
ordre quand on cherche le lieu des poiDt»dont la somme on 
la différence des distances à deux points fixes est constante ; 
le lieu est donc une coniqne spbériqae : c'est le théorème de 
FoM. On Térifle avec la même fadlilé le théorème de 
MafDOs sur l'égalité des angles que formenl , avec l'arc tan- 
gent i la conique , les deox arcs vecteurs menés des deox 
foyers ao poial de tangenco, et tant d'autres propositions qui 
sont dues soit à M. Steiner, soit à M. Gbasies. 

J'étends aux coniques sphériqnes quelques belles pro- 
priétés des coniques planes , savoir : la propriété des pôles et 
ses pcdaires de I4 Uire ; la propriété de l'tnvolnlioD de 
Desargoes; la descriptiou d'nne conique è la manière de 
Maclaorin et de Bralkenridgei l'hes^ramme de Pascal et le 
théorème correspondant de Brianabon. Je génânlise ainsi 
ces deux dernières propriéUs : 

A. Si one conique sphériqne est traversée par un triangle 
qibérique, on obtient, en menanlsur la surrace de la spbtee 
les cordes des arcs interceptés entre les côtés, un second 
triangle spbériqae dont les cOlés et les sommets correspon- 
dent aux calés et aux sommets du pronier. 1 1 arrive toujours 
que I ° les intersections des côtés corre^mndaDls sont i^cés 
sor une même circonférence de grand cercle ; 2* les arcs qui 
nnissent les sommets correspondants concourent au même 
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B. Si Doe conîqne spfa^quc est traversée par an triiingk 
sphériqoe, on nbljenl , en menant nne tangente à la conîqne 
par les deux cxtrémilés de chaqae c6té, od second triangle 
dont les aommels (interseclronsdeces tangentes) correspon- 
dent aux sommets du premier triangle et dont les côtés ont 
aossi lears correspondants parmi œux da premier. Il arrire 
toujonrs que 1 " les arcs de grand cercle qaî nnisscnt les som- 
mets correspondants concourent au mfime point ; 2* les in- 
(ersections des cAtéa ciirrespondants sont placées snr une 
même circonférence de grand cercle. 

§ V. Des lignes iphériquei en général. 

f.taal donnée l'équalion d'une ligne sphérique queldio- 
qoe , soit algébrique , soit transcendante , je forme l'équation 
de se tangente en un point , celle de sa uormale , l'équation 
générale de sa polaire ; je détermine l'angle sons lequel se 
coupent deux lignes spbériqucs données par leurs équations. 

Je forme quelques lieux géométriques, par exemple, le 
lieu do centre d'un cercle variable tangent à deux petits 
cercles fixes i c'est une conique spb^îque ; le lieu du sommet 
d'un angle constant circonscrit k une conique ; c'est une 
ligne du quatrième ordre qui se réduit à une conique si 
l'angle est droit, d'oùcésulic que l'enveloppe des cordes 
deSO'inscritesà une conique est elle-même une conique, la- 
quelle se réduit à un point si la conique proposée a un aie 
de 90°, etc., etc. 

§ VI. Emploi d'un autre gynlémt de coordonnées. 

Dans cette dernière partie, les lignes sphériques sont ex- 
primées par des équations entre la longitude cl la latitude de 
leurs points. Ces nouvelles coordonnées ont quelques avan- 
tages snr les coordonnées employées plus haut , comme de 
représenter d'une manière plus simple ci-rtaincs lignes dont 
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l'mtige est le plus fréquent , le cercle , par exemple , et de 
donner des fomitiles aussi plus simples ponr la qnadratnre, 
Is rectiOcalion et l'angle formé par deax coarbes en se god- 
paatj maiB, sou§ an point essenliel, le nouveau système le 
cède à l'autre, c'est qa'il n'o&e pas de caractères pour la 
classification des courbes , de sorte qn'nne même ligne n'est 
pins reconnaissable k son équation lorsqu'elle présente des 
diOërences de position par rapport auxaxes. 

J'établis les formules qui permelleal do passer de l'un à 
l'autre système; j 'applique le nouveau sjstémeà la détermi- 
nUioB des espaces qoarrables de Tiviani , à la rectification 
de la loxodromie spbérique, à la formation de l'équation des 
projections siéréographiqnes , à la considération de la spirale 
dePappus et d'une Clélie de Gnidu Grandi, etc. 



SECONDE SOLUTION DE LA QUiS-nON 179 
(V. p. 75 et 106) (•). 



UètB de l'in alita Uon BirtwL 



Un point est situé A l'extérieur, sur le amlouroo i l'inlé- 
rieor d'une parabole, suivant qne les coordonnées satisfont 
aux relatkms 

V + B->3' + O' + A>- + £^ + F>0i A>6 
= 

<o. 
{Fig. 37. ) Cela posé, prenons pour axes deux côtés opposés 
AB, CD du quadrilatère en question , soitOA=B; OB = a'; 

(-) Voir l« UmoM, f. IN, T«. 

kmm. n Htraf a. T)l. IS 
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OC=ei OD=f'iy+ai^+Ci'4.H>-+E* + F=0,li- 
qotUoo de l« parabole passant par ABGD, oa a ^ 

F tue' fis' 



»=±Vs^- 



Pour la coolque panant par le cinqui^e point £(7,^), on ■ : 

donc les ioégalitês se rédaiaeal à 

( '•^•■"^^^ )-g>0.O.....bn»rb,le. 
^ 0. parabole. 

<; 0. ellipae. 

oabien 

(J*— B7J+Cy'+lM+E7+F) (r+B7a+CT'+DI+E7+F)>0. 



<0. 

Or les deax factean da premier membre ne aont autre 
choH que lei polynAmes obtenus en snbstitnant i la place de 
X Kiy dans les éqoatioiu des deux paraboles passant par 
A BC D les coordonnées du point E. 

Or, saivant que cea deax bcleorB seront , 1* loos deox 
poritifs oa Datifs, 3* l'an nal et l'antre qoelconqae, 3* l'on 
positif et l'antre négatif, on anra pour la coniqac une byper- 
b(de, nne parabole oa noe «llipse. D'après le principe rap- 
pdé d-4essDS, le cinquième point est dans le premier cas i 
l'intérieur on à l'extérienr des deux paraboles; dans le 
denxième, sar l'one des denx parabcries^ dans le troMème, 
à l'estériear de l'une et à l'inlérjear de l'aalre : ce qui dé- 
e le théorème énonce. 
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SUR LE CENTRE DE FORGES NON PARALLELES 
de MiodiDg , d'après Mobios {Crelle,XVl, t-l88C ) 

1, DuiB tODl ce qui luit, uo snppowt un sjglème do forces 
appliquées à an corps oa à un système de pointe liés entre 
«as d'une manière invariable. Le sj'slème de points éprouve 
OB déplacedMDt , mais , dans ce déplacement , chaque point 
d'ai^ication conserve sa force la même en intensité , direo- 
twa et sens. Cest ce qu'il ne faot jamais perdre de vov. 
A. SytUmedeforeeiparalliUt. 

a) Sé$utpmte. Quelque déplacement que anblt le syslèoie, 
la résnliante passe toujours par an même pcHut lié inva- 
rialilement anx points du système et qui est le centre des 
forces parallUes. 

b) Éqmlihn. Scdt A le centre el R la résoltante des forces 
parallèles agissant dans un sens et B le centre, et — R la ré- 
sonante des forces parallèles agissant dans le sens opposé; 
AB est dans la direction des forces. Dans un déplacement , 
R et — R forment un conple et l'équilibre est délrnit , trois 
cas etceplés : 

i* Lorsque A et B se confondent ; 2° lorsque le système 
■e déplace parallèlement à lui-même ; 3* lorsque le gysttee 
tonme autour d'an axe parallèle à la direction des forces. 
Du reste, on peut appliquer h dcnx points A' et F deux non- 
velles fcn-ces égales agissant dans la direction des forces et 
en sens opposés , A'B' étant aussi dans la direction des forces ; 
l'équilibre subsiste encore, et alors l'éqnilibre aura lieu dans 
tout déiriacement , paisqne les forces introdailes formeraient 
iB couple tenant en éqniUbre l'autre couple, 

e) Ctmplt. Rentre dans le cas p-èoédent. 
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B. Sytlémei de forces dam un mime plan. 

Le corpt te meut parallèlement d lui-même , ou tourne au- 
tour d'un axe perpm^eutmre au plan. 

a) RitultOHte de deux forée». Soil A le pcnnt de renoDotre 
des deax forces , et B, C leurs pointa d'applicalion ; la réanl- 
tante passera lODJonrs par le point A', aeconde iatersectioii 
delà résaltante arec le cercle pastant par les poinla A.B,C; 
le point A' lié inTariablement anx poinls I) et G est doue \e 
centre des deux forces. C'est une conséqaeDce ^m^ate de 
régali(é des angles inscrits dans un sèment de cercle. 

Réeullante d'un nombre quelconque de forcée. Oo prend 
deux forces qoelconques et oo les remplace par uae (otce 
Qoitiae appliquée au cm/re de ces deuxforcesi par li le uoo- 
veau STSlècne a une force de moins , et continuant de même, 
oo parvient à deux forces dont le centre est celui du systëme 
primilif. 

Gomme le système n'a qu'un centre , il est indiOërent dans 
quelque ordre on fasse la composilioa des fwces , ce qui 
donne lieu à d'élégantes propositions géomélriques. 

b) Équilibre. Soit n forces ; considérons une force P ap- 
pliquée en A ; les n- 1 forces restantes aaront une résul- 
tante — P, qu'on peut considérer comme appliquée k Itiar 
centre B. Prenons dans le corps deux points quelconques 
A', B', tels que A'B' soit parallèle 6 AB , cl appliquons en 
A'une force +S,en B" une force — S ayant la direction 
A'B', et telles que S. A'B'= P. AB i l'équilibre subsistera alors 
toujours lorsque le plan tournera dans son plan. 

c) Couple. Se réduit au cas précédent. 

G. Syetême de force* dans l'espace en général. 

(1,1) Équilibre. Un cwps passant d'une position dans om 
autre , on peut loujoars trouTer une direction telle que le 
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corp* , dans sa première position , lournaot autoor d'un axe 
ayant cette direction , prenne nne positioa parallèle à U le- 
DOnde ; et si le corps , (eou en équilibre dans sa position pre- 
mière , reste encore en équilibre après un monTcmenl de 
rotation aatonr de l'axe cî-déaigné , il restera encore en équi- 
libre dans une rotation quelconque autour de cet axe el par 
uoe translation parallèle. 

Nous nomnierons dze tTéquil^euae droite lelleque l'équi- 
libre n'est pat troublé , te corps tournant auloar de cet ixc- 
Ainsi . dans nn système de Forces parali^es en équilibre , toole 
droite parallèle à la direction des forces est un aie d'équililHV- 
a, 3) Pour qu'une droite soit un axe d'équilibre, il est né- 
anaire et tuffisant que celte droite soit un axe d'équllibru 
pour les forces projetées avec leurs points d'application sur 
on plan perpendiculaire à cette droite , et engnite qu'en pro- 
jetant chaque force sur une droite menée par son point d'ap- 
plicaliOD , parallèlemenl à l'axe d'équilibre , le système pro- 
jeté soit en équilibre. 

a, 3) Lorsqu'au système a deux axes d'équilibre non 
parallties , toute droite parallèle au plan déterminée par les 
deux axes d'équilibre sera aussi un axe d'équilibre. 

De là on conclut fadlemeot que si le syslème a trois axes 
d'équilibre teb que l'an n'est pas parallèle an plan déler- 
nÏDé par les deux autres , alors une quatrième droite quel- 
conque sera axe d'équilibre ; ou , en d'autres termes , si un 
corps en équilibre est maintenu dans cet élat, dans trois 
déplacements, il sera encore en équilibre en un quatrième 
déplacement ; ou autrement , tout corps eu équilibre en 
quatre positions diverses reste en équilibre dans une cin- 
quième position. 

a, 4] Un système en équilibre n'a pas , en général , un on 
d'èquil^e. Toutefois il est toujours possible d'ajouter au 
système eu équilibre deux nouvelles forces égales el direcle- 
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ment opposées, agissant sur deux points déterminés da corp* 
rt conservant même inleoBilé , direction et sens ; et par U le 
(.-orps acquiert an axe d'éqailibre , ce qu'on peut énoncer 
anasi de cette manière : L'équilibre d'un corps tournant ao- 
tour d'un axe est détroit et se change en nu couple dont tes 
forces R et — R peuvent agir sur des points A , B du cwps, 
conservant toujours même intensité , sens et direction. 

Les points A el B sont pris arbitrairement ; mai» la direc- 
tioD AB est déterminée ainsi que le produit R.AB. 

h, i) Non tn équilibre. Ou peut produire l'équilibre par 
l'iDtrodnelion de deux nooTelles* tanxa , et on pcnt déter- 
miner ces forces d'une infinité de nuai^^, de tdle sn-te que 
le système tonmant autour d'an axe donné reste ea êqnK 
libre ; car il existe an hjperbolofde à une nappe , déterminé 
par la nature du système et par la position de l'axe de rota- 
tion , et td qu'on peni prendre arbitrairement les deux points 
d'application des deux noorelles forces sur une des droites 
génératrices de ta snrfacc. 

b, 3) Xjes deux nouvelles forces peuvent se déterminer, 
ainsi que lears points d'ai^lication , de dmx manières ou 
lïauewu manière, de telle sorte 1* que la droite qui réunit les 
deux points d'a[qilicatton devienne »xe ^équil^e ; et de U, 
en rendant fixe cet ax«> le ewpa. en toornant autour, con- 
servera son équilibre sans que l'on ait besoin d'ajouter iem 
forces , et 3* que les pressions sur l'axe restent les mêmes en 
direction et intensité pendant la rotation. Nous nommerais 
un tel axe axeprinciptU d'équilAn. 

Ainsi, par exemple, dans un système de deux forces qui 
ne sont pas dans on même plan , l'un des ozcs principaux 
(!st la droite qui joint les denx points d'application , et l'autre 
est la droite perpendiculaire à un plan déterminé par les 
deux droites , et rencontrant ce plan au centre des 4e«x 
forces projetées sur ce plan. 
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GnI a lien aoitl poar <)enx foroea non parallèlet litiiées 
dam un raéiue plan , el longue I'oq a égard , non h la rota- 
Ifan dam le plan, comme en B, mais à une rotation qoel- 
eooque. 

Sjf$léme de força panàlëltt d un mime plan , tm dam un 
même pian. On mène dans le plan deux droites a, A , et l'on 
décompose cliaqae Tone P da lyslème ao point d'application 
eadeasaatresXet'Y,paranèlesàces droites, et l'on déter- 
mine la résaltante X, des forces X et la centre A de ce ajt- 
téoM; et de même la résaltante T, dn arslémo T et le centre Bi 
alura dans toat déplacement du corps le système est équi- 
▼aleolaQxrorceaX,,Y„ agissant en A etB.ela, par consè- 
^■ent, deux axes principaux dont l'un est la droite AB et 
Pautre une droite coupant perpeDdicalairemoit le plan au 
centre des forces inrojeiées sur ce plan. De là on déduit ce 
IhéorteM remarquable > 

>) St l'on a un système de forces parallèles i un plan et 
•yaol nue résultante , si l'on décompose chaque force k son 
point d'api^icatloo es deux autres parallèles à deux droites 
a, b qndcooqnee menées daas le plan , la droite qui joist les 
deux centres de forces parallèles a une positloB indépen- 
dante des droites a el b, nous nommerons celle droite Ugne 
«ntêrate du tj/iUme. 

Gelbéorème se généralise alnri : 

p) Éunt donné nn système de ftorcea non en équilibre et ne 
se réduisant pas ea un couple, si l'ou décompose chaque 
fORC en son point d'iVI^<^^>(>i>™ trois autres, X,y, Z, pa- 
rallèles k trois droites arbitraires, a, b, c, non parallèles au 
même plan, les trois centres dcssysIèmesX, Y, Z sont dans 
wi plan indépendant des droites a, b, e-, nous nommons ce 
plan plan central dw t^etime. 

Si les droite» a, b sont parallèles au plan central et c per- 
pendiculaires à a eX b, alors-, selon b), les centres de* sys - 
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lèmes X et Y soDt dans une même drotle, giiuèe , sek» p), 
dans le plan crnlral; non» la désignons Mus le nom de ligne 
eenirak d'un ajstème de forces qoelconqnes, agissant dans 
l'espace. Si de plus la droite a est parallèle k la ligne centrale, 
et que b soit perpendiculaire sur a , alors nous nommons le 
centre des forces X, parallèles à a , le point central du vft- 
lème. 

Les deux axes principaux onl, relalivaneal à ce pian, ligne 
et point centraux, la position remarquable suivante : 

b 3) Les deux axes principaux , lorsqu'ik existent , et la 
ligne centrale, sontparallèles au mente plan; les deux points 
d'intersection désaxes principaux avec le plan central, et le 
point central sont sur une mémo droite perpendiculaire à la 
direction de la résnltanle des fcnxes transportées i un mJme 
point. 

c, 1) Sj/ttéme de força dam l'etpace ayant une rimilante. 
Lorsqu'un tel système tourne autour d'un axe , il se réduit 
à deux forces qu'on peut transporter, sans changer ladirec- 
tioQ ni l'intonaté, k deux points déterminés du corps, et qoi 
ne peuvent se réduire à une seule force que dans la position 
initiale du corps, et ensnite après une dcmi-rolation. 

e) Dans nn tel système , les deux axes principaux existent 
toujours, c'esl-i-dire on peut toujours détermina* deux 
droites , coupant la résultante eu deux poinU, et telles qn'en 
tournant le cu-pa autour d'une de ces droites , le système ne 
vMiae pas de se réduire en une résnltanle île même direction 
et inlensilé que la résullante initiale; que par conséquent, 
lorsque on de ces points d'intersection est rendu fixe , alors 
l'équilibre subsistera en tournant autour de l'axe passant par 
co point. Ainsi les denx points peu veni être considérés comme 
de vrais centres du système, quoique par rappwt à chacun 
l'équilibre ne subsisteque rolativement à un axe déteranné. 

Ces deux axes but une telle position : 1* leurs projectiois 
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sar an pUn perpeodicalaire à la rénilUnto k coupent à 
angle droit; 2* de même leurs projectioiu sur le plan cen- 
tral ; 3° la ligne centrale cet parallèle au plan déierrainé par 
les deux axes i 4" les deux points d'inlerseclion du plan cen- 
tral, et les deux axes et le point central seul, sont une même 
droite qni est k angle droit sur la résnllaote- 

d) SyiUmo de foree$ dont Ceapaee , réductible i un «nip/c. 
Un tel système n'a pas en général d'axes principaux ; s'ils 
existent, ils sont en nombre infini; chaque parallèle k uu 
axe principal devient un axe principal. Nous terminerons 
par cette obsemiioo. SA un corps soumis anx actions d'un 
sj'stème de forces a uu axe fixe, et s'il doit conserver l'équi- 
libre en le faisant tourner autour de cet axe, et si on n'exige 
pas que cet axe , ainsi que cela doH être ponr un axe princi- 
pal, supporte pendant la roialioo une pres:sion constante en 
direction et intensité, alors si le système se réduit A une force 
UBiquc on à deux forces, cet axe peut avoir une direction 
quelconque. Il suffit de projeter toules les forces sur un plan 
perpendicolaire à la direction donnée j la droite passant par 
le centre de ces forces (B, b) parallèlement k la direction 
donnée sera l'axe cherché. Excepté le cas où le système se 
réduisant k une résultante, on voudrait qne l'axe Uil paral- 
lèle à cette résultanle, et si les forces avec leurs points d'ap- 
plication étant projetées sur un plan perpendiculaire à la 
résultante . chaque point projeté n'est pas le centre des aulres 
forces ; lorsque cette dernière condition existe , on peut 
prendre pour axe toute parallèle à la résultante. 

Ifolt, Ces belles propriétés ont été trouvées par M. Min- 
ding, et sont consignées dans trois mèmoirrs allemands in- 
sérés an journal d» H. Crelle, savoir = XIV, 289, 1835; XV, 
S7et 313, 1836 1 ces mémoires, qu'on ètndie avec }in inté- 
rêt soutenu, contenant 172 équations, auraient besoin d'être 
cousîdèrabkDenI abrégés pour entrer dans notre recueil. 
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Voici OM idée de ce IraMii : loit un sjDUiiie de roruea dsns 
l'espace appliquée à un système de poÏDtoliâi entre eux d'une 
iiianià« invariable; conceTOoi les forces transporlées paral- 
lèlementi on seul poinlfixeoà elles formwont on faisceaui 
falsuns toorner ce faisœati autonr d'un ne quetoooqoe pas- 
uni par le point Axe , ensuite menons par chaque point d'ap- 
plication une parallèle à la foroo correspondante des IWis- 
ceaux dans sa nouvelle position, eoiuervant tn£mo inlensitt 
rt même sens. Ou voit que le tBouvemont du corps que ^«s- 
crit M. MœUus oe diftre pas de celui des forces que prescrit 
M. iMiiiding. Tuici maintenant quelques pn^Nriélés décoo- 
vertcs par H. Mîndtng et non mentionaécs par M. Hcefains. 

1 ■ Preooiis dans le plan emtrtU trois centres conjuçvéi de 
forces parallèles et Irois-résultanles qui agisseaten ces poialSi 
IranapcKtoos ces trois rèsullaotes eu grandeur et eu dire»- 
(ion en un point , on aura les trois arêtes d'au tétraèdre j le 
volume de ce (èirsèdre , multiplié par l'aire du triangle qm 
a pour sommet les trois centres, est un produit constant. 

2* Si les truisceMlressont sur une mémo droite, akwsdans 
le moDvemenl de rotation les trois centres restent Qzes et Les 
résultantes tournent autour. 

3* Si Ifs trois cmlres se confondent, le système se réduit 
à une résultante qui passe par ee point dans loas les moure- 
ments de rotation. 

4* Soit UD système de forces dans l'espace, ni en équi- 
libre ni réductible k an couple ; il existe une infinité de 
mouvements de rotation qai amènent le système à avoir une 
résallante ; toutes ces rèsallantes passent par une ellipse et 
une hyperbole ayant le point central pour centre commun, 
el dont les plans sout perpendiculaires entre eux et sur le 
plan émirat; les foy«8 d'une de ces coniques s(»t les som- 
nets de l'autre. 
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NOTE 



r une propriété ia eentrei dei courbes alg^iriqu«i 
[V. t. II,[k 310, et r. V, p. 338), 



a M. aaxrow ( db fnAH 

iDfMtnr dM ponu «t obiauéM. 



On démoDire facilement qoe « deux cordes d'ooe lectioii 
oooiqae «e conpent rantaellemnit ea deux parties égales , 
leor point d'Intersection est le centre de la courbe. Celle pro- 
priété est sosceptible de géaéralisation , comme il suit. 

TaCoRÉMB. Si m droite» se coupent en unpoinl dans U plan 
d'une courbe algébrique de degré m , et que leurs rencontres 
réHlee ou imaginaires aeee la courbe soient distribuées deux 
é dtux à égale dislance de ce point , eehti-ei est un centre. 

Enefltt, réqnation delà courbe que je suppose, pour plus 
de facilité, rapportée à des axes passant par le point d'inter- 
section ccKnmnn des m droites, pent éiro mise sous la forme 
raiionnelle et entière ; * 

M» + II«_l + Il„_î + ... + 11,+ «,-1- ll, = 0, 

ui représentant l'ensemble des termes de d^ré ienx el^. 
D'après l'hypolbèse de l'énoncé, si l'on pose^ = aar, o» 
pourra trouver m valeurs "', a", "■'"■. . de a , qui doaoeronl 
des valeors de x égales deux à deox et de signes contraires. 
Or la sobslflntion de cj: à la place de ^ iransformcTéqua- 
lioo d-dessns en celleHii : 

A,j:"+A,_i*^'+A«_ix-"+...+A,x"+A.j^-ii,=0 ; 
OÙ le coelBeient Ai de .z' est une fonction entière de n, de 
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d^ré i. Pour que les valeurs de x qni satisfont à cette équa- 
tion soient égales deux à deiu el de signes contraires, il Taul 
cl il suffit que l'un ail An-i = 0, Aa-i=0, A^-t =0, etc., 
c'esi-i-dire que les coeiBcicnis des termes de rang pair soient 
nuls; mais on admet que cela arrive pour m valeurs </, n", 
^"' .. ; donc les équations Am-i =0, An-i=0... qui sont 
(oult'S de degrés inférieursà m , auraient chacune m racines, 
<-e qui ne peul avoir lieu sans que tous leurs coetBcienti 
■oieulnnlsi donc les ronctiomU|_, , Un_s, UH-s...derang 
pair sont identiquement nulles dans l'équation de la courbe , 
ce qui est la condition ponr que l'origine en soit le centre. 

Remarques. I. On peul demander queU sont, dans le plan 
d'une courbe algébrique de degré »i , les points par lesquels 
■I est possible de mener m — n droites jouissant de la pro- 
priété dont OQ vient de parler, c'est-à-dire rencoDlraot II 
courbe symétriquement à des distances égales de ce point. 

Le raisonnement ci-dessus Tait voir que les Tonctiona de • 
de rang pair A«_i , Am-j... doivent disparaître lorsque leur 
indice est moindre que m—n; celles qui sont d'an degré 
plus élevé ne disparaissent point, mais s'annolent pour nn 
nombre m — n de valeurs de a, inférieur h leur degré. On 
peut donc les meiire sons la foroe 

A«_, = a«-,(«— «■)(«-«"){«-«'")- 
A«_i = a,_î(a—ï'Xï—o"](a — «'").:- 

di étant nue fonction entière de a. Or 3=: — : donc __- , 

^... sont divisibles par (J-»'V^-a"U^— «"')... j 

donc aussi Um-i, um— !••■ sont divisibles par une même fonc- 
tkn entière et homogène des variables x, y. 

Par conséquent, la condition cherchée est que les poly- 
nômes «M-i , uh-i>-> qui ne disparaissent point, admettent 
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an commaii divitear do iegré m — n. Ce cooinian diviHUr, 
ég«U è , donne les m — n drollra , qai se comporlpnt cuœme 
si l'origine était un centre. 

Il réaolle de cette théorie que de diaque point d'une ligne 
dn troisième ordre on peatmener deux droites qni rencon- 
trent celte ligne à égale distance de ce point. 

II. Le théorème ci-deuos s'étend anx sarfaces, car on voit 
d'abord que si d'an point on peut mener m plani qui coapenl 
UMsnrface de degré m suivant des courbes douées de centre, 
ce poinlesl lui-même le centre de cette sarface. 

En eflet, nu plan quelconque mené par le point dont il 
s'agit coupera la surface suivant une courbe de degré /n, et 
Kfl intersections arec les m plans donnés te trouveront dans 
ha cuudltioos qui Tormeat l'objet de cet article ; en d'autres 
termes , toute section plane de la surface sera doaée d'un 
centre, etc. cq. t. d. 

Mais il 7 a plus : on pent se demander combien de droites 
menées d'une manière quelconque par un point , dans ces 
mêmes conditions, sont nécessaires pour que la surface ail 
an centre. 

Considérons l'équation aux trois variables x,j^,z. 
««+««-■ + -.. H- «,+ «,+, = 0, 

oà uj est an polynftme bomt^ne et entier de degré i tn x, 
>-, s. Poeons^sSx, z=yx, nous aurons: 

Aj étant une fonction de 8 et de 7. 11 est nécessaire et il soASt 
qoe les systèmes donnés de valeurs de e et de 7 soient tels 
que les coefficients de celles de ces fonctions qui sont de rang 
pair né puiseenl diflérer de 0. 

Or A M- 1, qui est du degré le plosélevè, renferme au plus 
"^"*'*"'^ coefficients j si donc on a ""'"T droites qoi r«- 
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cuatrant la mrEiee oomne si l'origine éMt ao oealiw , c'«t- 
à-dire — systèmes de valeurs de S el de 7 qui snnaleol 

Aw-i, A»^, A«i-i, elc, onaurt, pour^lerMiBirofaMaa 



premier d^ré, lesquelles seront Batisfaitet en général en 
^lant à tous les coefficients , et ne pourront l'élre d'ao- 
cuoe aaire nuniêre. A plus Torle raison en sera-t-il de inéHe 
des ooefficienis nxrins nombreux , de Am_i , Ag,^| , «le. 

Dmc =1 est le nombre cbercbé. 

Un suppose ici tacitement que les équalious A, 1=0, 
Aa-i=0, etc., ne rentrent pas les unes dans les antres, et 
quelessystèmesdeTaieursdeeety sont en dehors des condi- 
tions toutes parlicaliàres qui pourraienl faire tomber tn dé- 
faut le raisonnement employé. 

Pour fixer les idées,regard(MU Cet 7 comme les coordon- 
nées d'an point. Délmniner In --— — - coefficients des 
Am-1. c'est faire passer une courbe du degré m — 1 par 
poiQts donnés. Or nom savons que — ■ 1 

points snffiseati donc, si le point qui est assigné aa deU de 
en MHnbre ne se IrooTe pas sur la courbe qui païae par les 

. — ' — I premiers, tons les coefficienls seront nais. 

Anx polynteies A«.-j, Am~i correspondraient des groupes 

de ~ points , comme pour A«_, ; à pins forte raison 

les Goefiicieols sennt-ils nuls poor ces pcrijnAnes. 
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QUESTION PROPOSÉE 

<m coneoun d'adminim â FÉcoie normale m 1847 
(V(rfrVl, 406). 



wûM m. JUBH (wuammM), 

^•tMMur •« 1r«é« de Safaii^hDn'. 



On donne tôt un plin on nombre qaelconqne de poinis 
A, B, C... , par nne origine fixe O cboMe à Totnnté sar ce 
plan , on mioe un oomlire mfini de droiteR , et sar cliacune 
d'eOea on porte nne loagoenr DM rèclproqnenmt propor- 
lioQiwDe i la racine carrée de la sonne d» oarréi dn per- 
pendicaWrea abaissées sor cette droite des diffirenls poinis 
A, B, C 

On demande > 

1* I« liea des pointa M «Aleniu de cette mamère ; 

S* S'il est toujours poasible, les points A, B, C... restant 
fixes, de cboistr l'origine de telle sorte que ce lien dev ienne 
une droonrérencc ; 

S* Examiner si la courbe cherchée est lonjours fermée 
pour tootesles positions du point 0; 

4* Uwsque cda a liea , trouver où le p<rint doit être placé 
pour que les points A, B, G... restant fixes, l'aire lotAle soit 
la |das grande' possible. 

1* Prenons poor axes denx droites perpendfcalafres passant 
par le point O , et nommons [x', y), (x'.y), (y, y"). . . les 
ooordoDnéea dea pointa donnés A, B, G .... L'éqoMion d'une 
droite OM sera x^ax, et la loognenr de la perpendiculaire 

abaiisée dn point A sar cette droite sera ± ^ '.., . Celles 
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ilcsaulm pprpendiculaireB auront des expresakH» analogue*, 

de sorte que OM — - 



Mais OM = j/jr'-fj'' et a=-, ce qui donoe pour étpta- 
tion du lien diercbé ■ 

{yx~yx'Y+(y'x~:r^r+ - 1 , 

ou bien 

x^J^+y'•-hr'"*■••)+J-'(J^+^'■-l-^''^.•)- 

équatioB d'une elUpae. 

2* Si , au lien de mener les droites OM du point O, on les 
menait d'nn autre point O' ayant pour coordonnées «z et A par 
rapport au système d'axes précédenls, on troarerait la même 
équation dans laquelle y, y... el ^, .r"..., seraient r«n- 
plac^ par y—b,y—b... et x'—a, x" — a..., de sorte qne 
l'équation do lien serait alors 

~<ixy{{xf—a){y—b)...\=\. 
Ce lieu pourra donc être une circonrérence , si l'on peut 
disposer de a el A de muiière k avoir 

{y-*r+(r"-6)'... =(y-a)»-f(n"-^'. ., 

et (y_i)(y_fl)+{y'_6)(y— a)... =0i 

ou biui en Donunant X el Y les coordonnées dn centre de 
gravité des points donnés considérés comnie d'^al poids , et 
disant pour abrégw j'*'+^"*... = Iy'', j/-|-j:''..,=ix'* 
et xy~\-a^y'...=.ïjcfy, «l désignant par n le imiabre des 
points A, B,C..., 

et naî.— 2rtX6— 2nYfl+jjry = 0. 

Or, ai dans chacune de ces éqnatimis on considère a H 6 
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cooime coordoniiéi^s coDran(e«, cbaqae équaliun ci-dessus 
apptrlicnl h une b^perbolc liquilaière ayant pour contre le 
p(N'n( (X, ï) , et ces deux courbes se rencontrent en deux 
pointa , puisque les aies de l'une sont parallèles anx asymp- 
totes de l'antre. Donc, en prenant pour n et ^ les Talenra 
des coordonnées de l'un ou de l'autre de ces points, et y 
mettant l'origine des droites OM , le lieu cherché sera nne 
drconfércDce. 

3* Si les points A, B, C. , étaient en ligne droiteet que l'o- 
r^nedes droites OM hit prise snr celte droite , en prenaat 
l'axe dea y parallèles à cette ligne, on aurait jc'—a=0, 
x" — fl=0,.., d'où 

pour équation du lieu cherché, qui dans ce cas se réduirait 
à deox droites parallèles k celle des points A, B, C... 

4* Ay-|-R2vr+Cjr'= 1 étant l'équation d'une ellipse rap- 
portée à des axes rectangulaires , si on la rapporte k te» axes 

a', f onaura, comme on sait, '^"^"^=777: — ^> ^^ poar 
que l'aire de l'ellipse ou na'^ soit maximam , il font que 
4AC— B* soit DO mtoimun. 

Or, en supposant que l'origine des coordonnées est aussi 
cdle des droites OM, nous avons obtenu ponr le lieu cherché 
l'ellipw ayant ponr équation 

^tr"-hr"'-)+y(-^"+-^"->-2^j^j''+j^y'-..) = t. 

Prenons ponr cette origine le centre de gravité des poinis 
A, B,G...; akw8y-hr''...=0, J7'-|-x"...=0, Sll'originedet 
droiles OM avait été nn autre poiot ayant pour cowdoonèea 
a et i par rapport au système précédent d'axes coordonnés , 
on auraîl trooTé 

^vy-i^y + [y-oy...] + y [{:t--ay+{x"—ar. ..]- 
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on bien 

:c'(ly'^-\-nb')+yiljr-i-na')-îiJ:r{tx'y+nab)=i. 

L'expression 4AG— F se trouve éln alors 

En désignant par £[[An' — oxf] la somme 
(*y— ir')"-f(frjr"— a^7 

cette expression est minimum ponr ■r'.y, -z",^" — nm- 
sianls lorsque at^b sont mis- Donc la courbe correspoadsnt 
à l'aire maximum sera celle qu'on obtiendra en prenant pow 
orîgtm des lignes OH le centre de gravité des p^utt donoAi. 
Noie. Cette question a aussi été traitée par H. P. Serrel. 

SOLUTION DE LA QUESTION 175 (t. TU , p. 45). 
»A& M. m. wmaT. 

«ne da l)c«« de VbtmOIm. 



La courbe , lieu géométriqut! des summels de (ouïes Ire 
paraboles tangenles à un c^cle donné el a|an( pour fojer 
cwnmun on point Gxe sur la cira>nférencc du même cercle, 
a pour équation entre les coordonnées polaires : 

''=*""»3- (Strcto.) 

Fig. 9S. Soient le centre du cerde donné , el F le puini 
Ixe , foyer de toatcs les paraboles , prenons pour pôle le 
point F el pour axe polaire la droite FO; cuusidérant une 
decfli fwrabolei, soit A le point où elle esl tdngenle »n 
cercle; on omnalt donc ce foyer, une tangente et son point 
de contact; il est par suite facile de déterminer le somme! 
^ la parabole. 
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Joi(iMH en effet FA , nomma AC, faïMDl atcc Ajt an 
angle égsl t l'angle OAC, par le point F menant DF , parai- 
Me h AC, on aara l'aie; abaissant KP pwpendicDlaîre sur 
DLr^elmCMDtKfipei'peoAeDlaiKiDrDF, BseraleKHnmet. 

DitigBom U dislaace BF par p et l'angle BFz par ■• ; en 
exprimant qne AP » DF, on afrive bcikmeot k l'équalnn 
4a lien. Da point O , abaissons OG pcrpendicnlaire sur AF, 
le triangle rectangle FGO donne ' 



car OFG=GFK = KFD = -; 

par suite FA =ff cos- , 

•^ 3 

ii désignant le diamètre dn cercle. D'un antre cAlé le trian- 
gle rectangle DKF donne : 

pX UF = KF', 



Ainsi r«qoatien dn lien est > 



Je ptoAit de cette occasion , pour faire renurqoer deox 
Taitcs fiti etisteot dans la premier volome. 

,Mlil: 
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■ L'éq natioii générale élaat rapportée au centre , on a , pu 

larésolotrondel'éqDa(ion,2Cr-|-Br=0; y= — ; système 

de diamètres conjugnés dont le second est parallèle i Taie 
dea 2'. - 

Le aystéme de diamèlres coDJQgués est représenté par les 
équations : 

âCjr+Br=Oetj' = 0. 

Enfin page 194, l'équation 
m'sin'ïi*' — 4LN[3m8in'7 — ♦N*]M—*L'«in'7=:0 
n'est paseiacte, il faut 

m» 8inV'+*LN[*N' + 3ni gin 'ïju— 4^810*7=0. 
iVbf& MH> Mention et Paul Serre! ont donné la même 
rolDtioo du problème 1 75 . 



5ur iM th^éfM de la théorie det pro^riétéi projectives 
de M. Poneelet, 



»&B X. PAUL SBaBBT. 



1 . Le théorème dont il s'agit est le suivant : 
Théorifiu. Si deux des Gâtés AB , AG d'an triangle ABC 
inscrit à une conique , pivotent constamment autour ites 
piùnts fixes P, F, le troisième cAté BC enveloppera une co- 
nique donblwient tangente à. la proposée, suivant la droite 
PP* des pivots. 

Remarquons d'abord que ce théorème est foodamentd 
dans l'ouvrage de M. Poneelet ,en ce sens qu'il sert de base 
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•Hx belles [wopoiitioDS de l'aHleur sar l'eaveloppe du c6té 
libre d'uD pDljg»ne<wcrit , doQl les aolres c6U» pivoleDt 
«aloar de poiats donnés , etc., et à bod théorème si remar- 
quable sar les polygones à 1» fois ioscrits i aae conique et 
circonscrits à une autre. 

Cette obserralion montre donc qu'il n'est pas inutile de 
dénMHitrer ce théorème pour Ions les cas. Or, la démonstra- 
tioD de ce principe qui se trouve dans l'ouvrage ci-dessus ne 
s'applique qu'au cas où la droite PP* des pivots ne coopérait 
pas la conique (0) j car, si la droite PF coupait la conique (C), 
on ne pourrait plus (irojetler la figure de manière que dans 
la projection la droite PP* Tût emportée à l'inBoi, et la co- 
nique (C) remplacée par un ^cercle, caria coniqne de projec- 
tion serait (onjoors une hyperbole } mais on pourra toujours, 
dans ce cas, faire que la droite PP* étant emportée à l'in* 
fini dans la projection , la conique (C) soit projetée suivant 
une hyperbole équilatère , et l'on aura alors dans la projec - 
tion un triangle abc, inscrit dans une hyperbole ëquilalére 
et dont les cAlés ab , ac sont respectivement parallèles il des 
directions données. Si ioac nous prouvons que l'enveloppe 
do troisième cAté bc dans la projection est nue hyperbole ayant 
les mêmes asymptotes que la première, comme deux hyper- 
boles ayant mêmes asymptotes ( et d'ailleurs conjuguées ou 
non conjuguées) se projettent toujours suivant deux coni- 
ques ayant on double contact réel suivant la droite projec- 
tion de celle à l'infini du premier plan , le théorème ncluel sur 
l'enveloppe du côté BC dans la figure primitive sera dé- 
mmlré. 

Démontroiis donc la proposition auxiliaire dont il s'agit : 

{Pig. 29.) H- Théorime. Un triangle ÂB(] est inscrit dans 

une hyperbole quclcunqui!.; les deux cAlés Alt, ACsontcon- 

slamment parallèles k des directions données i le troisicntc 
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cMà BC «DTClofpera nue mooaàe hjperlKde ajant nétto 
asympt^kta qne la pr«nlère. ••- 

DémoHttralion. Sotent .1^=4* l'équation de la courbai 
^{(t,^ on de ses points, dont l'égalité {i)efi=k'i m, nie» 
coefficieDts ai^ulatres respectif! des c<Hés AB, AC; jr,,^,, 
x,,y\\es coordonnées 4cs deas points B, C, on a : 

pour l'équation de AB, y^mj:-\-S — nji; 
d'oil "fx" -|- (6 — majj: — f ^0 , 

4'aù 



HW— e±|/(Ma— e)' + *m<6_ »to — g±(wM+C) 



'[^ 



!s coordoonées do point O mil 

orx=-^>iV=_=i±i:.l. 



Soient X, ï les coordonnées da point O milieu de la corde 
BC, on aura : 



w 



Ce qui moDire que le lieu des milieux des cAtés BC dn trian- 
gle ABC est une hyperbole', ayant mêmes asymptotes qne h 
proposée j ou , ce qui revient au mène, que le côté BC est 
constamment tangent à celle même hyperbole qnî cootienl 
son milieu ; d'ailleurs , jur la figure comme sur réqoatîoa (i), 
on peut voir qne l'hyperbole enveloppe da côté BC peut «re 
conjngaée on m» conjuguée à l'hyperbrie eircOBscrite an 
triangle ABC. 

ObiervatioH I. IjB point oit le cdté BC touche son enveloppe 
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it eo son milieu O ) or ce point O s'oblient m 
ooutmisant un parallélogninnif! snr les oAlés AB, AC, et 
meiMDt la diagoule dn point A. , diagonale qui coupe BC au 
point cherché. Celle remarqne permettra , dans la fl^re pri- 
mitJre , de déterminer h chaqut^ instant le point on le oôtÀ 
libre du triangle touche son enreloppe. et la conilrnction 
len exactement la mtaie que celle qni est employée dans le 
- cas où let hyperboles co-asymptutiqnes snat remplacérs par 
des cercles conci>n triques. 

Ofutrvation II. Ce dernier Ibéorème el l'observatioa pré- 
cédente indiquent, comme on'le voit, deux nouvelles ana- 
logies assez remarquables entre le cercle et l'hyperbole éqni- 
tatére. 



DÉMONSTRATION ANALYTIQUE 

dt l'idmUté de fVaring (Voir I. IV, p. 183). 

VAK M. TAVM. KBHXT. 



IdmtUi. Soient n qoaniilés quelconques - a„ a„ a,... a^ , 
on a l'identité -. 

<«.o.(<..+a.)+('».-H>>.(«.+«.+^J+ + 

-Ho,+<',+ +ai»_É)a«(ii,+<J.+...-l-*»)=fl«a»-i(a«+tiB-,)+ 

+{a,+a^,)(:,,_a(<iii+a»_i+a»-s)-l- + 

-H*.+««-.+ -|-oJo,{a«+a^.H- +a.-|-a,). (1) 

DinumitriUion. L'identité est évidente pour le cas de n=S ; 
car on a a,D,[a,+ii,]=a,(i,((i,-t-aJ. Donc 11 sufiBra de prouver 
qne si l'identité (1) est vraie pour n quantités, dlc sera vraie 
■iMi poar n-\-\ qnantilés i on, en d'antres Icrnies, il suffira 
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de ivouver que si l'égalité (I) exMe, l'fgtlilë lùlYanle 
nisie anni : 

a.a.(a,+a,)+{a.+a:ia,{a.+a,+a,)+ + 

+(o,+a.+ +an-,)an{a,+ +a«)+ 

+ ((»,+.. .-f-a,)rt,ri.,(o,+....-{-an.t) = a»tiO»{a«+,-fa«)-t- 
+(aB+,-f-a»)a,^_,(rt«+,+<ï«-Hi»_,)+.-.+ 
+(fl»+.+«-+-+''>-(«»+i+'»«+--|-''.+'ï.)- W 
Désignons respectivemenl par P et Q le premier et le 
(leuiième membre de l'égalité A déinonlrer (2). 

Or, en ayant égard à l'égalité (1), on peut écrire P ainsi 
qu'il soit : 

-Wi«<i»_.(a«+a^,)+(a,+fl«_,)<j,_î(a,+fl»_i+a»-a)+..,.+ 

-Han+an-,+. . .+aJo,(<i„+o_,+.. .+«.+«,), 

Maintenant, si nons dévelc^pons (Te même Q par rapport 
aux poissances décroissantes de an+i, nous trouverons : 

Q=««i+i'(a*fa»-i+...+<»,+a,)+<i»4i[a»+ai.-i[i«-t-flm-i)+ 

+A,_,(fl,rNii»-i+a«-i)4...+a,(a«+rt.i-i+a«-j+-. .+«.+«')]+ 

+««+i[awa»_,-|-<i«_a(<i«-fiï._i)+fl._)Ca,+a,_i+<ï,_i) + 

+..,+a,(o,-|-o«_,+...+<i,l]+OHai.-i(i-+«.»-i)+ 

+(««+««+.+...+«.) <i.(a«-hï,i_,+...+n.-j-o'). 

Dans P et Q ainsi développées, les parties indépendantes 
de tta^i sont identiquement égales , ainsi que les parties con- 
tenant le carré de a^+i en facteur. Quant aux termes de Q 
conlenanl a^^i en facteur commun, il est facile de voir qu'on 
peut écrire leur ensemble sous cette forme : 

Za.' représentant la somme des carrés des n quantités a , 

oa, et s.2(Zflai(-i représentant la somme des donbles pro- 
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doiu dé ces n qiUDlilè» priies denz à d«ax. Mais d'a|Vès la 
composilioD àa carré d'an polygone, on a : 

(a,+a«_,-f-...+a,)*=2a,'+E.2a^»_,. 
' DoDcreDsemblfldeslermesdeQcontenanta»^! enfactenr 
GOmmUD est identique à l'ensonble des termes de P conte- 
UBI le même facteur ; cl d'allleors les an&vs parties de P 
et Q étant les mêmes, ooa l'tdeotité P=Q, on l'é^lité (S). 
C Q.F.O. 

Note. Wariog parvient à celte identité à l'aide d'une donble 
«pression qoi donne l'aire d'un polygone inscrit dans une 
parabole. Tra. 



«1 +«■+»' 



Si h fonction'^— r^ <t{x) ionii des propriétés suivantes : 

¥(x) 

i-f{x+t>-),iétent=J^T, esio poQT j:=±oo, quelle 
que soil la valeur de y, et cette même quantité est pour 
y= co , quelle que soit la valeur de x. 

2° Les radues de l'éqnation — : =0 sont absolument les 

■émes qoe celles de l'équation F(^]=Oi on sait qu'on a alors, 

X,, X,, ... Xm étant les racines [imaginaires) de l'équatioii 
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F(x)ssO, pour lefqiidleslecoeffidoiitdei(=V^T) «M po- 
sitif. Si celle éqaalion avait en mdrae temps les radnes réelles 

a, , <7. , . . . il Tatidrait ajoater à l'expressiwi précédate : 

LF'CflJ^F'CaJ^ J' 
F'(x) désignant, comne A l'ordinaire, U lioaGliOB dérivée 
d« F{x). (V. les LsçoHi de cakid i^égral, pu M. Bloigoe, 
leç. 9 et 21.) 
Appliquons maintenaot ce Ibéorème à l'intégrale : 

supposant Fi>'Oel <4, toutes les conditions énoncées ci-dciftia 
seront remplies. Les racines de l'équation 1 -{-x'-^-x*=1i 
Mtnl : 

co83±.«n-. cos-.±.s,n-i 
donc on a dans ce cas : 

x,î=c08-+»»in-, j:,= ~ooi-+tsior; 
d'oà il suit, en appliquant le théorème généra) ; 



-CMji.isil^2(c0lj-i*"i) 

^ .l' H-""î)'" ('°'î+'"°i)'^' l_ 

{M«0'-l)j-'»l"Kl'-l)j »os(|.— ))|fi»ii(|i-i)î| 
-3 + i\/s 3+il/3 J" 

C,;,l,ZDdbyC00g[e 



=ii[l/3.M.(f-i)J-3.ta(,-<)5]= 

=7l[""'~"i"'^'"°''~'^] 



ait , /TC Ti\ air , /n uit\ 



Kn ■ . 't\''-» , / " , ■ it\''-n f • J:i'-'dj: 

=[c»,u_i):-,««(,-.)1h»»(,-.):+.™(,-.|]JJ^^= 






donc 

3~TJ >0 

Pour d = 1 , le second membre de cette équalkm k prtente 

C,.;,l,ZDdbyC00g[e 
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i sa valeur se Irouve, an moyen des Tor- 



mulps connoes , c'est-è-dire : 



re qu'on peut aisément vérifier par l'inlégration direcle. 

Mettons dans la formule (0 a^-la \ , 2=0:^, 1 

^ ' n\ <2n/ 

aura z'—'di = iu:*~>dj:, donc 



Ki 



-'dx _ an Va in/ >o 



Celte formule a lien pour n entier et >- , et même poor r 
fractionnaire et ]>0. pourvu que, dans ce demi» eu, on 
n'admette pour x", x" , qni sont alors des puissances frac- 
lioaoaires, que leurs valeurs positives et réelles. 

Pour a =1, le second m«nbre de l'équation (2) est-, sa 



Posons dans la formule (3) - aa lieu de x , l'intégnle 

1'" «"-'(te , C" x^-^~'djc . 

V — ,^,——7^ se transformera en \ —r — ;,■-; — aidODCOoa: 

r :t*^-'dx ^ p :t^'^ ^ > 
J^l + y-t-x'- J, l+x"+:«r'-' <2/i; " 

équattoa qui résulte immédiatement de ce qu'on a idenli- 
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DUKrenliODS l'équation (2) par rapport à b , nous auroDS : 

J. l+:r-+x- 

[/it Oit ^ Un /« ait "X ait"! 

\S 3n/ « ^ \3 3« / n \ 

Cette éqaaiion aura lieu tant qoe l'inlégrale ^ — - ■ , „ 
aara tons ses élémente fiois, c'est-à-dire tant que la quan- 



nrkr de x=0 jusqu'à j = «. 
Or il est évident que la quantité ^ ^ „ est finie poor 

X étant "^ - Supposons donc -r = O , on anra à discuter la 
quantité > 

qui est évidemment tant que x^O; pour «=:», on 
pourra supposer :c-^t=-, et on anra ; 

qui sera pourvu qu'on ait « < 2n. J] résulte de ces consi- 
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I conëHtoitt que l'éqaaUoQ (S) d'où elle dé- 



La formule (3) doone , ea difTérentiant par rapport à « : 

(5) 



i+x'+x" ~]« 1+y+j:^ ''<2n. 



Pour n^B, on tire de réqoation (1): 

f'x-^'lotttxidx 
donc Uformnlfl (5) démontre qnerîDté^alet - ■ . - i - y 



<2n' 
gatif à l'infiai positif {*]. 



EXTENSION DU THEOREME 161 (Voir p. 114) 

de M. Joaehimital à la partAale. 

FAK m. tÊwxnom. 



De même qoe par les lieDx autres théorèmes de M. Jot- 
ctiimstal, Véooacé donné n° 161 s'applique à l'hyperbole i 
mais dans la parahole il n'a pins de sens , tandis^^e celui 
qu'on lit i la page 1 1 T dn tome VII de ces Annales Rapplique 
parfaitement i cette courbe. Ainsi, le théorème que nous 
allons démontrer est le snirant : 



O On obiieDdnit qn« écoDomie dt lampi , «b pobtiuii nn imnell d 
lainUgrilcidèaiiin cunnDM.dalenn nlationiallrinitorniUoDi, ■ 
dM Mn«e«iid«nleà ptriodiqiw ; 1> laul noft HiTaui oa «cruin ordra 
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• La mm/me da (t^iuj oUetmes m projttant ht longumrt 
de «Umx normakt contprUa cnin Uvr point dt ametmrt et 
U$ pomt$ où elle» rtnçontrmt rtciaitgulaxre«Mnt la paraboU , 
«HT le$ rat/ont MCfcurt de cet poirOe, eat égale d la corde fo~ 
eaUparalUle à la droite qui les joint. ■ 

I. Soient (y.y] (j:",y} les coordoaoées des extrémilés 
(ToiM corde -, la longnear de la corde focale , parallèle h celte 

T'y 

pmnièrc, est ^+2-"+2iH (p est le demi-paramélre ). 

P 
Cent le résallal d'an calcul simple. 

La distance do Bommel de la parabole h nne taDgente esl 
x' coa t , jr' élant l'abscisse du ptÛDt de conlact, i l'angle d<> 
la normale avec le rayon vecteor. 

Les coordonnées da point de concours des deux nurmales 
aux poinii (j:y) (yy) , sont = 

. yy fl yyjy-i-y") 

s. Ce qu'il s'agit de prouver, c'est que : 

n C09 i + «' C08 r = y + j"-f Sto -f--^^. 
P 

Pmr celR, prenons encore les pmuaneeê dos points A e( 
A' par rapport an cercle décrit sur la dislance da sommel di^ 
la parabole an point N de concours des deux normales, 
comme diamètre. 

L'èqnalioD do ce cercle esl x'—ax-y-y' — py = 0; di»nc 
les puissances sont 

x-—ax''i-y—py, x'" — a:t"-\-y"—f>y. 

Or, Il est aisé de TOlr qne chacune de ces pnissaneen reprè- 
MDlc np, , n'p', n^n' étant les loagnèurs AN, A'N) p. cl p' Im 
distances dn sommet aax deux tangentes. 
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Ainii 

Remplaçanl />, el ^ par lean valeurs x* om > , x" cos i', 
on aara : 

nOOBt=x'— «+^ — 
en sorte que 

y+y 

nC0»i + n'««»'=x'+x"— âa + 4p— p.^'i-TT-- 

Hetlant par ii,p les valeurs qui sont écrites plus baot , celte 
cxpressioD devient : 

j'-t^j"— 2p-2y— 2x°-^ + V+ ^'^"'"^' = 



3. Si la corde devient tangente à la parabole , n = 
rayoD de oourbare. 

: f « ^_ 

2coe( 

oorde focale parallèle à la laDgeole) oa bien eonne 
- = -^, « = ■ .. , expression connue de la valeur du 

2 COS I C08*(- 

rajoD de conrbare. 

Si l'on prend trois points tds qoe les normales en ces points 
concourent, la proposition énoncée au hant de la page 118 
n'est pas vraie. 

Un peut d'aillenra, comme pour l'ellipse, calculer li 
somme des projections des longueurs normales sur ies ra^»s 
veclenrs correspondants. 
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NOTE SUR LES ROSETTES, 



J'ai dooné > dans no mémoire lu k l'Académie de Toukiusp, 
diverses propositionB parmi lesquelles j'ai énoncé un théo- 
rème qui n'est qu'une cxlcnsîon facile, du théorème de 
M. BabineU Je viens de lire dans les comptes rendus de l'Iii- 
stllnt que M. Breton [de Champ] (8 mai , p. 494) avait fait 
des recherches analogues. Je vous pria d'insérer la noie sui- 
vante , que je TOUS avais déjà envoyée en décembre 1847. 

1* M. Babinet, dans un des derniers numéros des comptes 
rendu de l'Iostitut , a énoncé le théorème suivant (27 septem- 
bre 1847, p. 441)! 

■ Si par un point d'ooe surface courbe quelconque on 
■ Bèoeane normale, el par celle normale m plans de section , 

• raisanIdesanglesdîédresauccessifségauK .-itiii — -, U 

• somme des courbures desseolions uomalus aa.poîol 

• que l'on considère) élevées chacune à la puissance — I ,* 

> sera égalai une constante multipliée par le nombre m des 

> lectinu. ■ 

On peut dnmer à ce théorème l'extension suivante : «La 

• somme des puissances — p des rayons de courbure des m 

• sections, sera encore une constante multipliée par m , si 

• ^<Cm; p est entier. » 

S* ■ Si à partir dn pied de la normale à la surface , on 
■ prend sur chaque courbe des secticms normales un orc in- 

An». D« HiTXa VII. 14 
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■• flnimenl potil ds, et si par le point extrême de chacan de 

■ ces arcs ^aux, on mène nue normale ft la sarface, chaque 
« normale fera. avec la sectionqui passe par son pied snr la 

■ surface an angle iDGDÎmeDt petit de l'ordre <£«; cela posé, 
> la somme des poissances p de tous ces angles , oa de leurs 

■ sinus, sera une constante mallipliée par le nombre des 

■ sections. » (Ce qu'on déduit d'un théwème de M. Ber- 
trand , journal de M. LiouTÎHe, 1. IX, p. 133, lS44.) 

Des théorèmes semblables en grand nombre se rencon- 
trent dans la théorie des sections coniques. Ainsi, par exem- 
ple , si par le centre d'une ellipse on mène des rayons quel- 
conques terminés k cette courbe, faisant deux à deux des 

angles égaoxà — , on trouvera que la gomme des païssanca 

— 2^ de ces rayons vaudra une constante multipliée par leur 
niHnbre si S/>-< m. 

^, au Ifen des rayons de l'ellipse, on considère la longueur 
des perpendiculaires, abaissées du centre sur les tangentes et 

faisant entre elles saccessivement des angles — , la somme 

des ptiissanceg 2p de ces perpendiculaires vaudra une con- 
stante multipliée par m. 

De la même manière on verrait qoe la somme des puis- 
sances ~p des cordes de l'ellipse menées par an foyer et 

faisant deux à deux des angles — , est une constante multi- 
pliée par m ; 2p<C.m. 

Un théorème analogue anrail lieu pour une courbe do 
degré 2ot , dont rëqnalion devient 

(x'-|-y)-+ Ajr'*--1-B jr— *-|- . . . + Sx'+ U = , 

en menant soiy des angles — des rayons du centre i U 
courbe. 
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Note. Noos dirons derechef [voir \. IV, p. tS3) qo'il j a 
qoalre- vingt-six aDsqncWarJDga doDnéla théoriecomptèledeB 
rofflIto.TcHci le litre inextentoAesan oarrage ; Proprielales al- 
gebraicanim curvarnm ab Edwardo Waring . M . D. matheseoa 
proliessore LacasiaQO, castab. régime socielatis et boooDieiuis 
sdealiaram acadcmiie socio, Caatabrigiffi, MUGGLXXII, 
iD-4*, XI , 133 , 7 plaDChea. Mais la première édilîon ett 
de 1762. Ce petit volume renferme les grandes théories , les 
projetés gàiérales des coarbes algébriqnes exposées sni- 
TBnt la véritable mélhode cartésienne, qui ne consiste qae 
dans l'application des théories équationnelles aux lignes géo- 
métriqaes et ce qui contraste si fwlemcnl avec tant de pro- 
ductions modernes , volumineuses minuties dont la grossenr 
rappelle l'embonpoint fallacieux des hydropiques. Or, après 
avoir donné la théorie segmcnlaire des sécantes , celle des 
diamètres de divers genres avec leurs enveloppe^, des centres 
avec leurs lieox géomètriqaes, U théorie des soos-tangentes, 
les asymptotes, les moyens si féconds de transformation, etc., 
Waring pose ce problème ; il es t le 1 S*». Etant donnée l'éqoa- 
Uoa de degré R d'one courbe, si de l'origine on méno des rayons 
vedcnrs divisant noc circonférence décrite de cette origine 
comme centre en p parties égales, trouver une équation qui 
ait pour radnes Xosp rayons vecteurs. La solution de ce pro- 
UAme qu'il donne, renferme implicitement toute la théorie 
dcsrosettu. EncBet, loule courbe algébrique a ponr équation 
polaire une expression ordonnée suivant les puissances du 
rayon vecteur ayant pour coefficients des lignes trigonomélri- 
ques de l'argument ; pour une valeur donnée dcl'argnment ■», 
on trouve la valeur correspondante des fonctions symétriques 
de p en fonction des mêmes lignes trigooométriques , et 
l'argoment croissant en progression arithmétique, comme il 
arrive daos les rosettes , on sait évaluer la somme de ces 
progressions. Tontes ces èvaluatiiras, tradnilesen géométrie, 
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fiHirnissenl arec une extrême racililé des Ihéorèmes en 
nooibre infini comme les fonctions symétriques ; c'est nu 
océan sans bords ('). Voici les propres paroles de Waring. 
On sait qu'il a fondé la théorie des fonctions symétriques 
dans son ouvrée intitulé : JVtditationa algebraicay ayant 
indique diverses applications du problème XV, il ajoate: 
fàeile deduci possini propriekUei curvarum qtue eorm- 
pondenl nngulii proponHon^ua in nosir. inédit, algeh. 
eontmtis, attalytica eumprohtema faâle m geometrica trtau- 
formari poitint et vice veria (p. 57). Ni%uà% M. Babioet 
a annoncé à l'Académie un Ibéorèmc de rosetteB sur les 
rayons de courbure des sections nwmalea à une surface, et 
séance tenante M. Duhamel en a donné la démonstration. 
En efTct, les ihéorèmes déco» verts par Euler sur ces rayons 
de courbure , sont graphiquement représentés dans les inO- 
cafricej de M. Dopiu} dés Iws on n'a plus aSaire qa'Ji dts 
rosettes formées par des demi-dismèlres dans une coniqne. 

I« reste de l'ooTraf c de W&ring est consacré anx pro- 
priétés des épicycloldcs, à la manière de Irouver des rectifi- 
cations, des rayons de courbure, etc.; des [vopriëtéi des 
surfaces, des courlies à donblc couii>nrc, des polygtma 
ioscritselcirconscrits jouissant de quelque propriété raaxi- 
mam et minimum. Le théorème XX (p; t05}, si je l'ai bini 
compris, est faux; il vient à dire que deux polygones régu- 
Jwn d'an même nombre de côtés ioscrils dans nne ellipse, 
ont le même périmètre. Celle égalité ne subsiste q;ae pour les 
ilm. 

On tronve, p. 118, l'énoncé d'nn curieux théorème aor 
l'aire d'an ptriygone inscrit dans une parabole conique,'et 
qui montre que l'illustre analyste possédait la formule qni 

» CtMfiM nndui ( 31 mil, p. su ) dm 
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eiprime l'aire d'an polygone en funclîon d«s coordonaé», 
des swumels. Voici le -théorème, et ponr fixer les idéei, 
nons prendrons le pentagone aBCDE inscrit dans one pari- 
bole d'Apollonius ; projetons les sommets orlhogonalement 
sar one droite perpendiculaire à l'axe, en a, b, c,d,ei alors 
l'aire da poljrgone , multipliée par le double da paraoïètre 
principal, est ^aleà 

ab.bc.ac + ae.cd.ad -\- ad.de.ae , 
on bien aussi en commeoçant par l'autre bout : 
ed,dc.tc-\' eccb,eb-\- eb.ba.ta; 
c'est l'identité que M. P. Serrela démontrée analjtiquenient 
(p. 191»). 

RevmonsaaxroMfMf. M. K.-F. Augnsle, directenr d'un 
gymnase à Berlin, est antcor de ce théorème : Dam le plan 
étun cercle, on forme une raielU d«in + 3 rayone terminés d 
la eireonfirence , la somme det rayons de rang pair est égale 
à la tomme des rayons de rang impair, quel que soiî le rayon 
qu'on prenne pour lepremier. (Crelle, p. 387, 1837.) 

En établissant une autre loi d'accroissement pour l'ar^K- 
mmt que la progression arithmétique , ou obtient d'auiret 
Ibéorouies. Le plus célèbre théorème de co genre , anssi la 
premier en date et toujours le plus utile , est celai de GAIes, 
géoénliié par Moivre. 

Ayant communiqué dernièrement le théorème de M. Au- 
guste à M. Breton (de Champ), l'excellent géomètre l'a ainsi 
génàslisé: 

• Si dont le plan d'un cercle on conitruit une rosette de 

■ 4n-|-2 rayon* terminés à la circonférence, la somme des 

■ rayons in^mirs élevés à lapuiitance enHére quelconque p, est 
• égale à la somme des rayons pairs élevés à la mime puissance , 

■ tant que (*o»ap<4n-j-2, p élant impair . 

■ Et plqs généralement , pour une rosette de 3n rayons ; la 
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» êomme deipuintmces p de ces rayons est cotulante lorsque cette 

■ rotelfe tourne autour de son centre , (ont que l'on ap<^3a; 
» cette sonmu tsi nulle quand p est impair. (Lcmolsommectl 
» pris ici dans le sens olgébrîque.) 

■ Cela tient h ce que l'équalion du cercle exprime x'-^-y 
» en fonclioD d'un Irindme de premier degré cnx^yi Uni 

■ bien entendu que le théorème de hloivrc est rinslnuocnl de 

■ démoDstralioD. 

■ Si l'on prend une courbe -dont l'équation soi( de cette 

■ forme : 

{■r'+J'')"+ Usn-i + «M.--J + ... Ua + II, + Ho = 0; 

■ ui étant an polynôme quelconque entier, rationnelethonw- 
B gène de degré I en x,^, on a les mêmes propriétés qoe pour 
<• le cercle , à cette seule dilTérencc presque le degré des fonc- 

■ tions qui demeurent constantes comporte d'autres limites. 

■ La lemniscate, dans laquelle le produit des distances de son 
>> point à deux points fixes est constant , a précisément uae 
n équation de cette forme cl se prête à des énoncés où la limite 
'dep n'est que la moitié de celle du cercle. > 



THEOREMES NOUVEAUX, 
.fur te quadrilatère et te pentagone ûismM d une conique. 

FAa M. PAUI. SBBJOT. 



Théorème I. Soit ABCD un quadrilatère inscrit à une 
conique. Avec ses quatre sommets pris (rois à trois , on peut 
rormcr quatre triangles. Soit ABC l'un de ces trianglU; da 
sommet restant D menons trois droites conjuguées anx (rois 
cAtés du triangle; elles les rencimlreiit en trois points M , 
N , P situés sur uuc même <iruitc L. Faisant la même aiu- 
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struction pour chacun des truis aulrcs sytnèmes formés d'un 
triangle cl d'un poini , nous aurons en toul quatre droites 
telles qae L, or ces quatre droites se coupent au même 
pdotP. 

TMoréme II. Soit ABCDE un pentagouc inscrit à nne 
conique; avoc les cinq sommets pris quatre à quatre, on 
peut former cinq quadrilatères inscrits i dans cliacun d'eux 
on construit le point P du théorème précédeul , co qui donne 
cinq points P j ces cinq points P sont situés sur une mèoie 
«MiJqae semblable a la première et semblablemcnt placée , 
le rapport de similitude de la 1" à la 2* étant celui de 2 à 1. 

DétnonstratUm du Théorème I. 

J. LbhhbI. — Théorème. Pour abréger le discours, nous 
appellerons point de rencontre, dans un triangle inscrit à une 
conique, le point commua d'intersection des trois droites 
qui, partant des sommets, sont conjuguées respectivement 
aux cAlés opposés. — Soit ABC un triangle inscrite une co- 
nique , un point quelconque du la conique , et H le poitU 
de rencontre (par rapporta la conique); par menons aux 
trois cAlés du triangle, des droites conjuguons les rencon- 
trant en (rois points situés sur une droite L ; joignons OH ; 
la droite L passera toujours par le milieu de OH. 

Dimonttration. La marclie que je vais suivre permettra de 
déiDOnIrer à la fois , par nn même calcul , et le lemme actuel , 
elle théorème déjà démontré {\. Annales, II, :f68} que 
les trois points de rencontre des droites conjugué, s [jassaul 
par O avec les côtés du triangle inscrit, sont trois points si- 
(Oiés en ligne droite. 

Problème [fig, 43). Par deux des sonimels B, A d'un trian- 
gle ABC> ou mène aux côtés opposés A(i, BC, sous dos direc- 
tiooa données m, n, deuxdroilesqui secoupent en H ; tninvcr 
sur le plan du triangle le lieu des points O til qu'en im'uuni 
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par ce poinl, sous les m&nes directions m, n, des droîles 
OA', OB', aux côtés AC , BC, et joignant A'fi*, oeUe dernière 
droite passe par le milieu de OH. 

Solution. Soit (a, 6) dd des points da'liea cberchi; 
CA^a, CTi = b; CA, CD étant pris pour axes des X et dei 
J-. Soient x,,y,; x,, y,; les cowd^mnéea des deax points 
Het M milieadeOHj onatira: 

an-i-b n{am-\-b) 



hT..=î=±5 



MU.=Ï 



{n—m)a-\-aa-\-b _ ( " T"*") 6+"(<'w-f^) I 
2(n— m) - ' ^'~ a{n— m) f' 

On IrODTe d'alUears poar l'équation de A'B' : 

JA'B'] (1) (ms— ejr+mCe— n"}-J^— ("Ht— «)(?— »^, 
Exprimant que les coordonnées du poiot M satîafoat i Té- 
qnatioQ (1), noua arriverons, en simplifiant et en diTisant 
tout par le facteur n — m, à cette équation dn lieu diercbé : 

(2) r'— 2n.xy + mn. jt*— frj- — ax = j 

donc le lieu cherché est une conique circonscrile au triai^ 
ABC. 

Or, je dis de plos que les droites OA', OB'^ dont les direc* 
tiona respectires sont rn et n , sont respectivement conja- 
guées BOX c6iés AC , BC par rapport A la cmique («) , Iten 
des points 0. 

On a en ellet , entre les directions de deux droites conju- 
guées par rapport à une conique Ay4-....+ F a=0, la re- 
lation tt. I, p. 495) : 

2Apq + B{p+q)-\-2C = 0i 
d'où. ç{2A;r+Bl=— |M: + Bp| ; 

,, . _ Bp + 2C 

^~ 2V + B' 
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Faisant dans cette fortniile p = poar avoir la directioD ds 
ladroitccoDJugaéeàrazedesx.oaàCA,, nous trouTou : 



Faisant /» = eo poor avoir la direclion do la droite con- 
juguée à CB axe des/, noos (rouTons : 
B 2r 

Noos arau donc ce Ihéoràne ■. 

T^éorimt. Si, par nn point O qnelcooqne d'ane coai^ae 
drconscrite à un Irianoile ABC , on mène denx droltet OA', 
OB' conjogaées à deux des côtés AC, BC de ce triangle, 
qu'on joigne A'B' ; cette droite passera constamment par le 
mUien de OH , H étant le pomt de rateontn. 

Corollaire. Abaissons anssi OC conjuguée an troisième 
cUè AB. On verrait de même que la droite A'C doit passer 
par le milieo M de OH t car CH sera ccmJDgDée 1 AB } . Donc 
le point C se trouve sar la droite A'M, comme le point B'. 
Donc les trois points A', V, C sont en ligne droite. 

C'esl le théorème 1. II , p. 268 ; el le lemme I se tronve dé- 



Oburvatiott. Le théorème qui fait l'objet dn lemme 1 eti 
compris in^licUemejU , et pour le cas parlicnlier do cercle 
seolenieDl, dans l'énoncé d'an Ibèorème de M. Steinersurle 
quadrilatère (Gergonne, XIX, 3S, 1838}. 

3. LiNME II. Soit ABGD un quadrilatère inscrit à une co- 
nique ; les quatre sommets pris trois à trois donnent quatre 
triangles ABC, ABD, AOD, BCD. Soient D', C',B', A' ces 
quatre poûtfi da retuorUre. Les deux quadrilatères ABCD , 
A'B'ty ly sont égaux et ont leurs côtés homologues parallèles. 

DémoHs^aUoH. Celte de M. MenlioB, t. IV, p 654, poar le 
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cas particulier duuercle, s'applique sans aucune modi6calioo 
aa cas général. 

3. Vcnitiis niaînleuant h la dcmoDstration du théorème I. 
Soienl hd, Le, Ib, La les droites L relatives aux systèmes 

suivants Tormés d'un triangle et d'un point : ABC, D ; ABD, C ; 
ACD, B; BCr>, A. 
D'après le lemme I , la droite Ld passe par le milieu de DD'. 

Id. Lt «d. ce. 

fd. Lb id. BB'. 

Id. ta id. AV. 

Mais, d'après le lemme II, les deux qaadrilatères ABCD, 
A'B'G'D' ont leurs cdtcs homologues AB, A'B*, BC, B'C.... 
^aax et parallèles, et d'aitleurs dt sent Gon(ra»-ej donc, à 
cause des propriétés connues du parallélogramme, les quatre 
droites DD', GG', BB', AA' se coupent deux à deux eu leur 
milieu en un même point P ^ donc les quatre droites La, Lb, 
Le, Ld passent par le méfflo point. C. q. f. d. 

Obiervation I. Ce point P est le centre de similitude in- 
verse des deux quadrilatères ABCD, A'B'C'D'. 

Observation II. l\ est toutefois important de remarquer 
que les dcnx quadrilatères ABCD, A'B'C'D' seront inverse- 
ment situés ; et pour cela il suffira de s'assurer que leurs 
côtés homologues AB, ftlS, par exemple, sont de sens con- 
traire ; ce que l'on poarra faire par des considérations géo- 
métriques très-simples. 

Dimmutration du Théorème II. 

4. Considérons les deux quadrilatères dent les sommets 
■ont: 

A,B,G; D; et A,B,C; E. 

Soient, pour chacau de ces quadrilatères, « et i les points 
P du Ibéorèoie précédent ; et soit H le point de rencontre des 
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Iroû droites coDjaguées aox trots eùlé» du triaDgIe ABC ; 
d'après le théorème I déjà démontré, le poiol * sera au mi- 
lieu de DH ; le point 3 au milicn de DH -, donc, cdGd , la 

droite ti «st parallèle à DE et égale à - Dë! 

Soient de même y, e, a les trois autres poinis P relatifs 
aux autres quadrilatères formés avec les sommets du penta- 
gooe inscrit ; on verra de même que : 

*t est parallèle à OC et égal à |dG ; 
76 id. h CB id. ^GB; 

e« id. à BA id. '^BAj 

M id. k AC id. ^ AG. 

tlonc , eoDu , le penlagooe aSjSi formé avec les ciaq points P 
des cinq quadrilatères sera semUable au polygone ABCDE ^ 
ces deux polygones ayant de plus leurs cAlès homotc^cs 
parallèles, et le rapport linéaire de similitude de aS^^i à 
ABCDE étant celui de 1 à 2. Donc ce pentagone aS-/St pourra 
être inscrit dans une conique semblable à la conique circon- 
scrite à ABCDE et semblablement placée ; le rapport de si- 
militade de cette dernière â la première étant celui de 2 è 1 . 
C. q. f. d. 

S. Théorème II J. Soit ABCD un quadrilatère inscrit à une 
conique. Construisons le quadrilatère A'B't^D* da lemme J I -, 
il sera inscriplible, comme le premier, dans ane conique ho- 
molhëtiqne. Des points A et A' abaissons respectivement des 
droites conjuguées aux côtés des deux triangles correspon- 
dants BCO et fi'C'D'. Les six points d'intersection de chaque 
côté avec la droite conjuguée correspondante sont six points 
en ligne droite. 
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QUESTION IV [bù). 

Quel eit le plut grand angle que l'on pwue ùucrire dont im 
HgmentdonttéSv»ec<mrbeduteeonddegré?(T.l,^. 1S3.) 



VAH m. mBMiOK (vmcmàmry, 

ingénlgnr det panU et cbioMiu. 



SohUioH. Sur la corde AB (*) da segment décriTons qm 
circooférence qaj toocbe la courbe en M, il est Tiiible que 
l'angle AMB est l'angle chercM. Car tons les angles inscrits 
dans chacun des segments de cercle séparés par cette cords 
sont éganx entre eux , et tout angle ajant son sommet inlé- 
rienrement on extérieurement est i^os grand ou moindre. 
D'ailleurs tous les points du segment de courbe donné sont k 
la fois intérieurs on extérieurs au segment correspondant de 
la circonférence^tangente, attendu que le nombre des points 
eoomiunsanx deux courbes ne peul excéder quatre, y com- 
pris A et B. Or quand un arc de cercle tangent à une coni* 
que passe de l'intérieur à l'extérieur de celle-ci, il y a oecn- 
lation, ce qui équivaut à trois points communs; doncrosco- 
lalion ne peut exister qu'en A ou en B ; donc , ce cal 
exce{rié, l'angle AIIB est maxmum où minimum. 

Conttruetion, Pour déterminer le point M , je rappellerai 
que lei divenei eordet d'interÈtclion d'une conique anee la 
einonfireneet qui la touchetU en un mimepoint iont parallilti 
entre ellei (") ; de plus , on aperçoit sans peine que la direo* 
tion de la tangente commune et celle des cordes d'intersectton 
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sont sjmi'triquM l'nne de l'aotre relalivement aux ai^ 
principaux. Donc , ri dn point* de la eowbe donnée où ta 
tangente ett pariiUtêle d AB , on abaùu do perptndietilairt* 
tnr cea luwi et qu'on lea prolonge d'une longueta^ égale d 
ellet-mimet , le» pmntê ainn o6fmiti leront la KommeU det 
angle» maximum ou minimum. 

Diteuition. Les Bomtnets ainsi déterminés seront dooc lea 
mêmes pour tous les segments formés par des cordas parai- 
Itiea entre elles, il n'y a plos qu'à distinguw les cas de 
maximum et de minimum. 

Paratwie. 1 1 n'y a évidemment qu'un seul sommet d'angle 
nuiTJmnm qq minimum. Quand ce sommet tombe dans le seg- 
■Dcnt donné, l'arc de courbe est renrermé tout entier dan* 
le segment correspondant du cercle tangent ; l'angle obtenu 
est doue on minimum. 11 est au contraire un maximum 
qnand ce somnoct tombe burs do set;ment donné, car les 
branches de la parabole sont nècetsairement extérieurs an 
cerdc tangent. 

Hyperbole. Lea sommets obtenus swit toujours sur dea 
branches différentes. 

Pour la branche à laquelle appartient le segment, même 
conclusion que pour la parabole. Pour l'autre branche , 
Tangle obtenu est toujours un niiu^imim. 

A. peine est-il besoin de faire observer que la coustructkm 
ci-destUBestiaipoaBible, si lesextrémilés de la corde qui ferme 
le segment ne sont pas toutes deux sur la même branche. 

ElU^. Coniidéroni d'abord le cas où le segment donné 
est une deml-elUpso terminée k un diamètre quelconque. ^ 
le sonunet qiio l'on cousidérc tombe dans celui des angles 
fiMinés par des diamètres conjugués égaux qui rsiferme la 
petit axe, l'angle est un maximum; c'est ce qu'on rérlfie 
sans difficulté. 

Si le sommet tombe dans l'angle des diamètres conjugués 
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é^ux qoi renferme le grand axe, l'angle est on nmtffliMi. 
Considérons présentement les cordes parallèles an dia- 
mètre choisi ; les conclusions ci-dessas subsisteront encore 
ponr tontes les cordes comprises entre les denx sommets. Et 
•i l'on suppose qn'ane corde se menve parallèlement i elle- 
même et qne l'an des sommets passe d'an cdté k l'antre de 
cette corde, l'angle correspondant de maximum deviendra 
tnûumiim , et réciproquement. 

Remarque. 11 suit de Ib que dans le cas où an segment 
d'ellipse renferme à la Fois deux sommets , l'un donne un 
angle maximum et le second un angle mtmmwn, ce qni 
s'accorde avec ce principe général que dans toute fonction 
continue le maximum et le mitàmum se succèdent allernali- 
' vement. 



THEOREME DE STATIQUE DE MINDIMG 
fur le plan central et Vaxe central. (Y. p. 183.) 



Lemme. Étant donné nn s^tème de forces parallèles P, f 
appliquées en différents points invariablement liés entre ear, 
on les décompose chacune en trois autres X, X',... ^, T,... 
2, Z',... parallèles à trois directions fixes, en conservant les 
mêmes points d'application A, A',... et l'on obtient ainsi 
trois nouveaux systèmes de forces parallèles , ayant cbacnn 
adme centre de forces parallèles qne le système proposé ; 
car si l'on considère, par exemple, le système des forces 
Xt X',.>. ôa voit qoe les fcH-ces X, X'... qui le composent 
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sont proportionnelles aux forces P. F,.-- puiaqae d'aftrèj la 
coostnictioii «nplorée pour «Becluer la déoompostliwi , les 
triangles PAX, P'A'X' sont semblablesi et l'on sait que 
lorsque des fwces parallèles tournent aatour de leur point 
d'application en restant parallèles et conterrent des Talenii 
jH^portioDoelles à leurs valenrs primitives , le centre do 
système ne change pas. 

Théorème I. Un système de forces P, P'... quelcoaqaes 
ai^liquées en diOërenls pointu A , A',.*- liés entre eux d'ane 
mani^ invariable, étant donné, on décompose cbaqoe 
force en son point d'application en trois antres forces respec- 
tivement parallèles à trois directions fixes , ce qni dfflute 
trois systèmes X, X'.... Y, Y',... Z,Z'... de forces parallèles, 
ayant cbacnn on centre de forces parallèles ; quelles qnesoient 
les directions , les trois centres G, G', G" sont dans an plan 
invariable , anqne) on donne le nom de plan central. 

Démotutration. ERecIoons ane première décomposition du 
sjslème, et menons le plan des trois centres G, G', G". 

Remarquons ensuite que pour eSéctner, saivant d'aalrea 
axes , une deuxième décomposition des forces, il suffit pour 
chaque force P de décomposer ses trois composantes X , 
Y, Z , chacune selon les trois nouvelles directions, ce qui 
donnera neuf systèmes de forces parallèles. Soient A„ A,, 
A, les composantes de X; B„ B., B, celles de Y; C,, 
G^ , G, celles de Z ; A', , A', , A', celles de X', et ainsi 
de suite; les systèmes A,, B,, C, auront même centre G 
que le système X d'après le lemme ; de même les systèmes 
A„ B„ C, auront même centre G' que le système Y, et enfin 
les systèmes A, , B. , C, auront même centre G" que le sys- 
tème Z ; donc les centres de tous les systèmes seront dans le 
plan G G' G". Mais puisque les centres des trois systèmes A„ 
B„ C,, qui sont parallèles, sont dans le plan G G' G", il en 
len de même du centre G, du système composé de ces trois 



byCoog[e 



^ «4 - 
BjrBlànei, leqael «t le centn; do système X,. D'après In 
principes connus sur la comiMsitkm et décompoBilioo det 
foroes, oopronreniit de la même manière que les centies 
G'., G", des systèmes Y, et Z,., sont dans le plan G G' G"; 
donc, etc. 

Théorinu II. On Tait la d6composition iadiquée {théo- 
rème I) de façon que l'nne des forces soit perpeDdicolaire ao 
plan centrai, et qne les deux antres Xel Y lui sfAent paral- 
lèles ; de qaelqae manière qac. se Tasse la décompo^tion , les 
centres G, G' des systèmes X, Y sont toujonrs sur nne même 
ligne droite, située dans le plan central el appelée lignt 
eaUrale. 

Démonitration. Remarqnoas d'aburd qu'on pourra effec- 
tuer la décomposition des forces P en X, S, Z, en les di-com- 
posanl d'atwrd cbacane en dnux forces, dont l'une, qui sera 
invariable dans tous les systèmes de décomposition , sera Z , 
et l'autre Q sera dirigée scion l'inlerseclioa dn plan ZA.Q avec 
un plan mené par le point A , parallèlement au plan central , 
puis en décomposant chaque force Q en deux antres X, Y, 
parallèles au plan central. 

Maintenant les systèmes X et Y auront leurs centres G et 
G' dans le plan central ; menons la droite G G'; ponr dEec- 
tner nne nouvelle décomposition des forces Q... selon deux 
noQTelles directions , il suffit de dècomp(»er leurs compo- 
santes X et Y telon les deux nonvelleg directions, on aura 
ainsi quatre systèmes de forces parallèles qui seront paral- 
lèles deos il deux , et par un raisonnement en tout semblable 
k celai dont on a fait usage ci-dessus , on prouvera que les 
centres dea denx nouveaux systèmes sont sur la droite G G'. 
Remarqut. Ce théorème est vrai quand même la compo* 
santé non parallèle au plan central ne lui est pas perpendi' 
culairoj H suffit qu'elle soit parallèle à une direction fixe, 
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1 OD n'a pli^ la ligne ctmlralR pour I.i lifcnc conlp- 
nant les cenlrcs. 

OfrferTofioru. Si les trois centres crmjugués G , G', G" wnt 
snr une même droite, ils restent toujours sur celle droile 
qœls qae soient les axes , et la position du plan central est 
indéterminée. 

Si les trois centres se confoodent en un point , la ciilnci- 
dence-en ce point aura lien pour tous les axes. 

Dans tout ce qni préecdo , on suppose qno le système n'est 
pas en équilibre et ne se réduit pas à un couple. 



REMARQUE SUR LA QUESTION 161. 
( Théorime JoachimÊthal, p. 114 ) 



Dana les âqoatlttu ap-^-n'ji^sitC et /i^ + ''^+'^y+ 
4- »'"/»'"= const. = 2 (fl'+t") relatives à l'ellipse à'y*^ 
-j- b^jf = a'b', on reo^nnatt de suite que les tactenrs m, r' 
pOOTant derenir aussi grands qu'on voudra , du moins pour 
la première équation , les produits r;», n'^, 11"^", tC'p'" ne 
iDot pu euenliellement positirs. Cela tient à ce que p , qnl 
n'ait antre choie que la projection du rayon central AO mr 
la Donnale AN , peut tomber sur AN 00 sur son prolonge- 
ment i de U nac discussion nécessaire pour déterminer les 
lignea. 

Pour fdui de généralité, prenons la surrace à centre 

— l-^+-=l.Lcplan tangent en A {x^y^ s) ayant pour 
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«,ii.lion , ™ rcprcienUllt par X , ï, Z IM coorfcon*» «»■ 
«.1» ï;+Ç+S = .,il«ré.uller., 



, la normale en A, ajaotpooréifaaUon. 
X-* ï-j- Z-» 



SI l'on représente par ., p , ï les coordonnées d'un poinl 
N de la normale en A , en posant de ploi AN = » , on ann i 

(X -.)•+(>—»)•+(=- r)' = »' i 

et par conséquent , 

"-' jr-f ^':n— =*=" — I— ^— ■ 
"^ i - \ /SZ+Ï 



a o— u' ft i»— J^ 
ce ^i ehanfie l'équation < 



00 bien encore : 

Donc 
!• La somme de» h ou ± np esl constante. 
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•^ Le prodeit d«s « res(c le niémp i«ai qut lo point N »t 

«' B' 7* 
troove sur une sarbce — -f-^ + - = K concentrique et 

semblable à la surface donnée. 

On d«naiide ane discusaioti complète de l'équation [a). 

En rapportant la conique à centre àdean axes obliques 
tangents à la courbe aux points A et A', on trouve trèt-sim- 
{demeol n^±Ry=â&'. Lesigoeeslmisen évidence. Comme 
(' est < on B a% polsqae np peut surpasser Sa*, Il hnt bîeo 
que le lerme t'/ puisse devenir B^alir. Le signe — §« pri- 
mte quand N est Iiotr de l'ellipse. Mâme démonstrattoB 
pwr l'byprabole. 



LIEU GÉOMÉTRIQUE. 

Çwestùm frvpotèe eommt sujet de eomposilitm pour FÉeote 
poli/teeknique en 1847' (V. t. VI , p. 827), 



ét^Tt do collège d( U Flèche. 



1' (Jig. 34) Du sonjotet A de l'angle droit BAC oq mine 
ose droite quelconque ; des points B et C on abaisse les par- 
pendicnlaires BP, CQ , trouver le lien des points M de ces 
droites pour lesqu^ : 

Aftr = ÂPxÂQ. 
Ed employant les coordonnées pidaires , la solution de ee 
problénoe est d'one extrême simplicité. Prenons AC pour axe 
pdaire ; la droite, menée h volonté par te point A, est déter- 
Mi«Ae par l'angle G qu'elle fait avw AG , et lei pants B et C 
par Iran dtataitces m t^ b na point A daai en direotiov 
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litei ; le point M aora poar coordonnées l'aogte et h kn- 
gueor variable p correspondanle. Gela posé , CD TMt avoir ■ 

ÂWf=ÂP.ÂQi 
ur AP=asioO, AQ=Aco90, 

L'^oalion du lien demandé est donc 

La dîieusBioii de celte éqnalion est facile. D'abord on toïI 
i|ue rioG Gosfi doit être positif; donc la courbe a'ensleque 
dans les inleryaUes où le sinus et le cosinus de Q sont de 
noénie signe , c'est-à-dire dans l'angle droit BAC et dsni wn 
opposé par le sommet ; et nullement dans les angles BAC et 
i:aB' ; ontre que cela est d'accord avec l'énoncé même , li 
seule inspection de la Ggnre rend celte conclusion évidente. 
En second lieu , la forme même de l'équation mooire que 
» toute valeur positive de p correspond à une valeur négative 
pwTaltement égale et située sur le prolongement, d'où il 
■Dit que le point A est un centre de flgnre et de ^finéirie, 
de sorte que la connaissance de la brandie comprise dans 
l'angle BAC suffira pour que la courbe soit complétemnl 
eiploréej cette branche ^e-même étant symétrique par 
rapport à la bissectrice , puisqo'à chaque couple (sine, cosi) 

correspond le couple équivalent [cos B', cosfr'j, è étant <;, 

616'. 

de & ^, el par conséqoeot sine cwS = ^^^ , croit de 

Jt - . et croit par d^rés continus. La courbe passe donc par 

le point A , est continoe et s'éloigne de pins en plos di 
point A josqu'i ce qu'elle rencontre la bissectrice eu D. 
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D'après ce qoi précède, sa forme est donc maintenant cum- 
plétément détermiDée ; ponr achever de dissiper loate tncw- 
lilude, il snffil de chercher la directioa de la tangente en 
qoelqnes points. En appelant a l'angle qu'elle fait arec le 
rayon recteor, on sait qu'elle est déterminée par la for- 
pale (ang a = ■• , p' étant la dérivée de p ; or la dérivée de 
P 

sioas est Sccisse, donc Ob a à ta IfM p* = — - sin 9«, 

:j6' = <i£cos36-, on -Ç^langaO; ainsi langoi^lang2Q. On 
trouve ainsi le tablean suivant : 



la courbe est donc tangente en deux oMés de l'an- 

gle BA.C, et en D à une perpendicalaire à ta bisseetrioc. 

ScU. C'est une lemniscate de Bemonlli; l'équation de 
l1i7perboIe étant a;t^ — a6 = 0. (V. 1. IV, p. 427.) Tm. 
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VAH M. J.-O. 2WITOB , 
DvcUar ti Klcaon niiUiim*liqDH. 



Dam tout quadrilatère circouscriptible, les cAlés formenl 
la relation 

it laquelle ou déduit 

a'— b'-i- c'— iP= 3bd — ilac. 
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SubsUtuanl celte valeur dans la Turnlule de l'aire fl'iu 
quadrilalôre quelconque n, el faisant sOrUr le Fâclearide 
dessous le radituil , oti obiteiil : . 

Q=~y'{mn + ac — bd) (mn — ac-^ bd], 

pour l'csprcsïion de i'aire d'un quadrilatère circooscriptiblc. 
Saicul a, a" ; b', b"; é, c"; d\ rf" les segments des cMéi 
tespectifs formés par les pointt de coniacl , de sorte que 

a"=i.', b" = c', c" = (£, <C'=a\ 
ol 

ac~bd= [a + a") (c-^ c") - (6'+ V) (^-^ c") . 
Développant le second membre , et observant que les égali- 
tés précédentes doDocnt . 

a"c"^=b'd, b''iB'=.dc\ 
et 

flVssfr'A", a'c!' = cld\ l^d-^da!', d;b"=é^, 
00 iroave , en substituant et en réduisant : 

Lorsque le quadrilatère drconscriptible est en même temps 
inscriplible , on a le produit ttta diagcmales mn = ac-\-bd, 
et, par suite, 

' ii = Vabcd, 
pour l'aire d'utt quadrilatère à la fols liUcriptiblectcircoa- 
scripliblo, dont •», ^^^i '^i>ont les quatre cètéï. 

'i Voir Noui. AnniteidMililhpDi.. t. VU, p. M. 
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SOLUTION GEOMETRIQUE 

» problème sur l'axe ratUcat (Q. tiT, t. Il, p. 327). 



PAU st. A. ttUtMKBIM , 

eléie du lycte Charl»g«gae ( cUue de H. Cililin ). 



Elaot dotutées deax drcrttiKl-ciicbï dans le même plan , 
A on point sur la première circonférence , et B un point 
fnr la seconde ; trouver sur l'axe radical des deux cîrcoo- 
tSrences un Jioint C , tel qu'en menant les sécantes CA , CB , 
elles coupent les circonrérenccs en deux points D, E , de ma- 
nière que la droite DE soit à angle droit sUr l'axe radical 
(As- 30). 

Sapposoni ie problème résolu. Soit le point cherché. G 
élaol le pcMBt de rencontre de la droite DE arec l'axe radical , 
élevons au point A la perpendiculaire AC à la sécante CD. 
Les deux triangles CAC et DOG sbnt semblables , cl l'on a 
CA X CD = CG X ce ; mais puisque le puint ('> est un point 
de l'axe rsdinl, l'on a CA XGU^ GU x Ct: l (.iGG X CC'= 
=CBXC£{ dooc les triangles CBO' cl CGE sont semblabios , 
et la droite BC est perpendiculaire à CE. On voit donc que 
les perpcndicalaires AC et BC' aux sécantes CD cl CE se 
coupentsarl'axeradical. ActuelIcmi^ntrespoinisC.A.B.C' 
■ont sur une même circonférence; car CAG'=i*' jCBC^t*'. 
Mais cette .circonréfcnce passant par les deux points À et fi, 
son centre est sKuë sur l'axe radical. Mie est donc déler- 
minée, et les points où elle coupe l'axe radical sont les points 
cherchés. La circonférence ayant son centre sat t'aie ràdi- 
ral, 1« pniblèafe «dmet duuk bifluiiunti. Si It^jiaifits d-JHfH* 
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A et B sont sur une perpendiculaire à l'axo radical , l'an 
des points esl à l'inâol, et l'autre est le point où A.B ren- 
contre l'axe radical. C'est ce qa'indique la conslmctioD. 



THÉORÈME 

ntr les axa de t'ellipte et de f hyperbole. 



WÂM m. A. 1 



La drconféreDce décrite sur la portion dn petit axe on- 
priie entre la normale et la tai^nte menées en an point 
d'une ellipse passe par les foyers. Le théorème snbsisle pour 
l'hyperbole. 

Démonstration facile. 



FORMULES DE DELAMBRE 
et tmahgiei de tfiper, dédmtes immédiatement da fo r mi dm 
fandmitenUUei de la trigonomtirie ^hirique, taprà 
M. Crah. (Crelle, XII, 3iS, 1S3*, en français.} 



I. cosBc<MC = casasinBsiDC — cosA (1] \ 

co»6cOBc = coB«»— cosAsintsinc (2) I Equations foodi- 

sioA sinB sinC l mentales. 

sina %iab ~ sine ;_, / 

L'éqnation (3) donne : 

rinBBJnG(l-H»«a)(l— C(Ma)=:sinMnc(l+aMA)(l-«»A},..(l) 

C,.;,l,ZDdbyC00g[e 



de U . OQ déduit : 

[1— c09A+sinBsinC[l+cosa)]{i— tosa) = 
= [t— cosa+sinÔ8iDC(l+cosA)](i— cosA), 
ou bien, en verta deVéqualioD (1), 

{1+««(B— C)](l— cosa) =[1— co8(H-<:)](.1-<--om) 
4cm' ^ (B-C)Sin' 1 « = 4sin' î (i+c)8in' i A 

iCMg (B— C)sin ^a= sin - (*+c)8in -A. (5) 

VnX ia première équation de Delambre. 
L'éqoatiOD (4] doane encore 

[l-KosA+sinBsiDC(l— coM)] (1+àMa) = 
= [i-HOSa^inbsiw:{i — c03A]](l+C(wA); 
on eo dèdoit , combinée avec l'éqoalioD (1], 

=b8io-(B+C)C08 g<ï = co»-(A— c)cOB- A, (6) 

Mcoode éqaatkm de Ddambre , et les drax aatres sont 

± flin - (B— C)9in - a = sin- (b—e)ti»*-A. (7) 

±C08 -(B+C)co9-a = cos - (6+c)sin - A. (8) 

(7) et [H] se dédaisenl de 

[l+cosA — sinBsiaU(l-H»sa}J(l — cosa) = 
^ [1 —cosa— 8iiiABioc(l — g08A}]{1+cosA) 
[I— cosA— BioBsinC;!— C08a)](l+co9o) = 
= [1+cosa— £n&iinc(l+co8A}](l— C08A). 

Ëii divisant (7) par [à), (î) par (8^, (7) par (8) et (fi) par 
(8), on obtient les analogies de Nêper. 

Obiarvation. Les formules 5, 6, 7, 8 portent le nom de 
GaïuB en Al^magne , mais elles util été données par Delam- 
bre, dans la Coimmuattce des Im^i, 1809, publiée en. 1807. 
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QUESTION D'EXAMEN (Tome VI , page 328), 



VAK m. iUaALLAXf . 

éiG du calléxs mililaira de L* FIActaï. 



TniuVcr le lieu des |)rujec1ions d'un sommet d'Qiic socAtoa 
conique sor toutes ses tangentes. ^ 

L'équation y = 2px-^nx' représente l'une qudconiiie 
des Irqis sections coniques rapportée à l'axe focal el à l'nn 
des sommets situés sur cet axe. 

Soit (■r', y) nu point quelconque de la courbe; posooi 
l'équation de la langeole en ce point , celle de ta perpeaifi- 
colaire menée à celte tangente par l'origine , el la condition 
qui cx^irime qtie le point {^,y) est sur la courbe , j'aurai 
trois relations: 

y = 2px'+ny' (I) 

J'/=P(-r + x') + nj:x' (8) 

entre icsqaelles il suffit évidemment d'éliminer ^' cty pour 
avoir l'équation du lieu demandé. Des deux dernières, on 
tire : 

'- K{_j^+y)+px' ^- ^■nix*^y)+px' . 

portant ces valeurs dans la relation {I) cl opérant toutes les 
t^udlons, on trouve définitivement pour équation générale 
du lieu géométrique cherché : 

n{x'+yy-3r-2pj:{x' Vy')-\-py = ('). W 

, ^- 

■•) Vfcirt IV, p. (ï*. 
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Il faut maintenaiU discuter cette équalioD en duonant suc- 
cessÏTement k n etipies râleurs qai conviennent pour les 
trois courbes. 

Pour n=0, la discussion est asaoz simple; mais, dans 
les autres cas , elle devient plus cmbarrassanic par suite de la 
complicatioa des termes et des radicaux ; c'est pourquoi 
nous préréroDS passer à l'équation polaire. En employant 
les formules de transforatalkn) x = p cos», x = p sta m, on 
oblieat: 

«p'+2;>pcosiB + /j'sin '».)=«. i?) 

Passons i Li discussion dans les VttAs cas : 

l*P«w6ofe.nssO L'équation (a) donne alors y= , 

et l'cquation (^] f=^ — -. Sous l'une quiconque de ces 

• deux foriues, on reconnaît facileiheot la ctssoïde ayant pour 

sOBOfnet et pour aie iransvcne le sommet et l'axe tNnsverte 

de la parabole , et pour asymptote la directrice de celle 

ooarbe; il est inutile de nous y arrêter. (V. t. IV, p. 431.) 

2* ^lipte. Supposons d'abord qu'il s'agisse du smaoKl de 

gauche A' [fig. 31), alors «= — — „ P='-t, otréquation(M 

devieol: 

p'=2ApG0Si» — B'sin'iu = 0, 

OH , réfirinat : 



p=Acos«>=b\/B'+c'co8'tu, c'r=A' — B*. 

A chaque valeur de w correspondent deux valeurs de p, parmi 

lesquelles il y en a tonjours-Qoe positive et une négative , 

atli-ndu que A cos« est moindre que le radical 

« = 0, p = AiA = 2A, 0. 

. ■.- cruisunt de ii ^ , le sigmj + du radical duiiiic les va- 
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l«un posiliyes de « , et cet valeius vont en décroissant , ctr 
cosm décroît i mais tons les points déLerminès ainsi sost 
&ilués hors de l'ellipse, car à une ntémc valeur de u corres' 
pondent ces deux rayons vecteurs : savoir, pour la coorbe 
actaelle, p'= Acosw + \/B'-|-c'cos'«, et, pourl'ellipw, 

p''= aA cos^^rr-, — . --: —. —, et il est facile de voir que p' — o" 
'^ B'+c sm'» ^ 

est ^O. Le signe -~ du radical donne les valears négatives 
dep, qui vont en croissant quand ucrott de h~. Ponrw=-, 
p=d:B, ce qui donne les deux sommets H et I du rectaI^Ic 
ooostmit snr les axes de l'ellipse. 

Il est inntile de poasser pins loin cette première discosiion. 
L'évidente symétrie autour du grand axe de l'ellipse, et 
l'obligation de passer par les points A et A', indiquent d^à 
sensiblement la forme représentée dans la fignre 31 ; ponr 
pins de détails , passons k la discussion de la tangente. L'an- 
gle a qu'elle a fait avec le rayon vectenr, est donnée par la 

formule tsng a = p-r, et, dans une équation quelcoaque , 

dp 

F{»,p) = 0, ^=-p^.Onadoncici: 

Ap cos « — p' 

tamr a =r . 

Apsinw — B*sinuco8(« 

Pour w = o, arec p=9A, e'est-i^îre ponr le point A, 

tang I - m ; donc à ce point la tai^ente est la même que la 

tangente à l'ellipse. Pourw=0, avec p = 0, on a d'abord 

tang a = -. Afin d'interpréter ce résultat , mettons (aog a 

sons la forme : 



V A'cos'^ 



A' co8'*i 4- AV/B'+c' cos '<■' 

C,.;,l,ZDdbyC00g[c 



un voit que la tangente en A est paiement la même que la 
tangente k l'ellipse. Ceci achève de déterminer la fonnr 
exacte. 

Il est évidemment inutile de recommencer pour oo aotrc 
fommet de l'ellipse l'examen qui vient jl'étre fait -, la symé- 
trie montre qae poar le point B , par exemple , le lieu anrail 
U forme de la f^. 33. 

.3" Hj/perboU {fig. 33). Snpposons qu'il s'agisse da sommet 

"A" 



p = — A cosjo d: K — B'-|- c' cos'n. 

Nous remarquons d'abord une particularité que u'avaienl 
point oQert les cas précédûnta, c'est que u a des limites ; en 
eSbt, pour que le radical soit réel, il faut que c'cos'w 

Mit >B', ouque coiwsoit >-. AjrantmcnéparlepointA 

Im perpendicnlaires AH et ÂH^ sur lei aiymptolei, et la 
ayant prolongées Indéâniment en IHF et l'H'F', lea rajou 
vecteurs doivent être menés dans l'angle FAF ou dans l'an- 
gle 1 AI', pour donner des points de la courbe. D'ailleurs , 

pour u^-, il est évident que les deux valeursdepBuit né- 
latlTes. 

Nous vof ODi donc que la courbe est tout entière oomprlae 
dans l'Intérieur dn triangle lAI', ce à qoot on devait ■'at- 
tendre, d'après les propriétés des asymptotes. 

Continuons donc la discouiou , en faisant crotire «> de 
H'Aj; à r. 

La courbe d(Ht passer par les points A, H, H', et être dans 
l'intérieur do Vangle HATI' ; cela nous porte déjà à croire 
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qoo dans «■( iotervall» ello (ournç s^ conrexité ter^ A\'. 

A chaque valeur de u correspondent deux valeurs de a, qui 
soDl de même si^e, et qui vonlj l'une en croissanl , l'fiqtTe 
en décroissant , à mesure que u approche de ■"■ 

u = r, fi=:SA,0, onretrouTelesdMixsoiiuiaeti A, A'. 

toêvr , p = — lonretrooTelesdenxpoinlsHelH'. 

Cherchons la tai^enle ; en répétant les calculs faits ci-des- 
sus , on Ironve : 

lanK X = ■ , r .- ' ...-i , 

B'sin«cos«— Apsin». 

Par hypothèse , ^estcomprisenlre- etit, et pesl>0;donc 

le déQomiaatcur est négatif; le signe de tang > dépend donc dn 
sigtR du nomératenr. On voit donc que tanga est >• quand 
pesl< Acosi*, et <0 quand p est >Acos«. En inlerpré- 
lanl ce résallat , on trouTC que, dans la partie de la courbe 
Toisioe du point A, la convexité est tournée vers AA', et 
qu'au contraire , dans la partie voisine du poiat A', c'est la 
concavité qui est tournée vers cette ligne j et évidemment le 
changement du sens de couil>urc a lien au point H', cor c'est 
Ui h) point de séparation entre les rayons vecteurs par les- 
quels p est <;Acosw et ceux pour lesquels j> est > Acos*. 

Au pirint H', Il est fiicile de vérlOer que la langoite est AH' : 
au point A et aa point A', la tangente est la même que la 
tangente à l'hyperlxjle. 

L'ensemble de ces renseignements et la symétrie nécessaire 
autour de A A' assignent au lieu la forme représentée fig. Si. 

Note. Pour être complète , cette discussion devrait pwtw 
sur les points oii les tangentes sont parallèles aux axes prinô- 
paux , ce qu'on ohtient en faisant « ^al à » et à -— u ; mais 
la détermination est plus commode en se servant des coor* 
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données reclaii|;ulairGs ; dans l'hyperbole, il EmiI , en oulre , 
fixer les points on la langenle est parallèle anx asymptotes. 

Les lignes qn'on oblienl en projetant un point llxe sur Ica 
tangentes à une coniqae, sont très-importantes en analysée! 
en lAysiqoe, dans la théorie des ondes. Les Allemands déti- 
gnent ce genre de lignes par an seul mot , qui signifie conrbe 
des pied$ da perpendiculaires. Ne pourrions-nons pas , poar 
le même usage , employer l'expression ligne podaire , et 
surface podaire , quand il s'agit de la projection d'un point 
fixe sur les plans tangents d'une surface? Ainsi on dirait que 
l'onde Ismincose de Fregnel est la surface polaire réciproque 
(par rapport à un ellipsoïde) de la surface podaî^e du centre 
decetellipsoïdc; la podaire Aa sommet d'nne parabole est une 
cissoïde. La podaire du centre d'nne hyperbole équllatère est 
une casrinolde. La podaire d'un ft^er est un cercle dans les 
coniqaes à centre et nne droite dans la parabole , et ea 
général la l^ne on les surraces podaires d'un point qael- 
conque , est ane l^ne on une surface de quatrième degré où 
les termes da quatrième d^rè forment un carré parfait. 



QUESTIONS. 



184. p nombre premier impair ; a, b deux nombres jwv- 

a'+b' 
«Mnenfreew*,- a + frel —\. ne peuvent avoir d'autre 

ftclear commun qne p ; si a'-f 6* est divisible par p^, alors 
a-\-b est divisible par p*~' -, mêmes propriétés lorsqu'un dw 
■ombres a , b devient négatif. (Kommer.) 

185. P étant la limite de la Iractioa coaliDoe : 

a:a-\-b:b-{-e:c + d:d + etc.. 
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et Q la limite de la ft-aclion continue : 

on a P(a + Q+1) = «+Q. 

186. -^+-^-1- ...-^ B=OiA„A.,...A,; 

x—a, x—a, X — a^ 

a,, a,, ...a, etB pcml des quantités réelles. Celle équation a 

toQJoars n radnes réelles. 

187. Deux cOlés d'un angle droit touchent deux coniques 
confocales , situées dans le même plan ; le lieu du sommet est 
un cercle ; la droite qui réunit les deux points de conlacl a 
pour enveloppe une conique. (Chasles.) 

188. (ax-\-by-i^zY+\a'x^b'y+c'^)'-\-{ti'x-^b"y+e"z)'=^, 
(ax-^a'yJrti'zY-\-{bx-¥b',r-¥b"zf+{ex-^y-¥tfz)'—<ff. 

Les axes étant reclangalaires , ces deux équations sont colles 
de deux ellipsoïdes égaux. ( Jacobi. ) 

189. Sdent 

ona 

[/'«F-, -/; F'.) (t', +'« - M,) = 1 . 

fx est la dérivée de f[x) par rapport à .r , et ainsi des 
autres. (MObius.) 

190. Si l'on substitue dans l'équation polaired'one droite, 
r* aa lien du rayon veclear r, et Su au Ueu de l'aigle po- 
laire u , on obtiendra l'équallon d'une hyperbole éqailatire. 

D'une manière anal(^e, en sobstituanl V^— l(tang-pj 

pour lang - r-, et Su pour w , dans l'Afnalion polaire spbé- 

riqae d'an grand cercle, et en changeant les cooslantes de 
manière que les imaginaires disparaissent, on tombera sur 
l'équation d'une hyperbole éqnilatèrc sphérique. (Strebor \ 
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CUBATURE DE QUELQUES CORPS, 



VAB M. vntom., 

■ Pnr«HMr i U FMqlti <1M HlenoM do SHubMiR. 



J'ai dooDédans ma Géométrie, 3* Mil., p. 458, la mesan 
de l'obélisque, polyèdre qui a pour bases deux polygones 
ajant les càtés respectÎTemeDl parallèles et pour Tnces laté- 
rales des trapèzes. La règle él^lie pour celte mesure convieot 
i Dne certaine classe de corps; c'est ce que je vais montra*, 
tODt en donnant ponr le cas fondamental anc démonstratioa 
plus simple qne celle qni est insérée dans l'ouvrage cité, 

I. Tltéorètne. «Si un corps a deux bases planes parallèles 

• et qa'il se IrouTO terminé latéralement par nue surface 

> réglée, doatdenx directrices sont les contours de ces bases, 

■ on par une surfoce du second degré , ce corps a ponr 

• mesure le sixième de sa hauteur, multipliée par la somme 

> des aires des bases el du quadruple de la sectioa faite k 

■ égales distances des bases. » 

Le cas le pins simple est celui de la pyramide , qui rentre 
dans cette règle , si l'on regarde le sommet comme une base 
nnOe;car h étant la hauteur,. 6 la base, la section moyenne 

est -( ; or le volume est ~bh= -h\ b-^-i^b , ce qni est l'é- 
noncé. 

Pour second cas je prendnû le tétraèdre, en ooDsidérant 
deux arêtes opposées comme des bases à aires nulles. Soit 
ABCD ifig. 35) nn tétraèdre , ÂB, CD deux arêtes opposées, 
EFGH tine section parallèle à ces arOtcs et également dî- 

ASN. PE H*TBlV. VII. 16 
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que si on c(«stnut le prisme ABCDRI , l'alra GP = 7ID j or 

le prisme a pour mesure ID x la uuâMé de la distance de 
Afiaa plaaID, dltUnce que je notnne i; le léfraèdrev 

qni est le tiers du prisme, a doue pour mesure ID x rAoa 



Gela posé , tout polyèdre qui remplit les coudltlonB «i%étt 
par l'énoucé se décomposera en tétmèdrei rentrant dans lei 
deDXcasprécédeots. Soitjpar exemple (^?. 36 et 36 6û),lepo- 
lyèdre AFD, dont l'nne des bases est un pentagone, l'aatreiui 
triangle; FG étant supposé parallèle & AB, la face AG est m 
trapèze , les autres sont des triangles ; ce polyèdre se décom- 
pose en plosienrs^ parties , «aroir : 1* HEBGD pyramide ; 
&• le tétraèdre BHGF ; 3* le tétraèdre FAEB qni , de mtee 
q» les deux premières parties, rentre daas le preinier eu j 
4* le tétraèdre FHBE, qui rentre dans le second eu. 

n, {F\g. 37.) Si la surface latérale, an lieu d'être pfAjé- 
drale , est courbe , mais réglée ; soient AE , BF deux généra- 
trices infiniment voisines, ABC, DEF des parties des conlonrs 
des bases ; tirez BE, et remplacez la portion de stu-fRce coorbe 
ABFE par les deux triangles rectiligoes ABE , BEF ; en opé- 
rant de même snr toute la surface latérale , on be chai^tM 
qu'infiniment peu le volnme du corps , ainsi que les drei det 
' bases et sections ; or il rentre dans l'énoncé , donc de mteie 
le corps donné. 

III. {Fig. 3S.) Soit maintenant Tannean décrit par an seg- 
ment circulaire ABC, tournant autour d'un diamètre exté- 
rieur DE ; les bases sont nnlles ; si G est le milieu de AC, que 
l'on mène de A, G, G des perpendiculaires sur DE , la McCioa 
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mof enoe est l'aire décrile par' BG aaloar de DE ; or l'an- 
neau a pour mesure: -HIX AG*)t, 

et ACs.4AGxGC=4BGxGK=4(BL— GL) (BL+GIO, 
donc : 

anaeaQ = Jhi X *it(BL — gE*) = Iffl X « aire BG : 

que, si à cet anDeaa on njonte le tronc de cAoc dëcrit par 
ACIH antoar de HI , lequel, selon ce qui précède, a poor 
inesare: ^ 

1 * 

-HIX (aire AH + aire CI + * aire GL), 

on anra le segment de sphère mesuré d'après l'énoncé. 

ly . Je passe aa segment d'ellipsoïde de révolation , et ponr 
cda il saQit , dans la sphère précédente, de réduire dans un 
même rapport toutes les demi-cordes AHy fiL, CI, perpen- 
diculaires à DE j les aires décrites par ces cordes seront tontes 
alliées, dans un môme rapport, égal au carré du précédent; 
il flo est donc de même d'une tranche infiniment mince cont' 
ivise entre deux plans perpendiculaires à DE, et par suite 
il en est de même du segment de sphère AHIC, dont le vo- 
lume , ainsi que les aires des cercles AH , BL , CI , devrout 
être mallipliés par an même ntnnbre pour passer à l'ellip- 
soïde. 

De l'ellipsoïde de révolution on passera d'one manière 
raalogoe {métamorphique) à l'ellipsoïde à axes in^ux; 
ainsi , conserTanl ponr section principale une section méri- 
dienne , on multipliera par un même nombre les perpendi- 
culaires menées de tous les points de la surrace de l'ellipsoïde 
sur ce plan ; les sections perpendiculaires à l'axe do révo- 
lalion seront multipliées par le même rapport, ainsi que le 
volume du segment. 
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{Fig. 39.) Une seconde Iransfonnalion ou déformation con- 
dnira au cas où les bases dn segment ne sont pas perpeDdicu- 
laires k un aie prÎDcipal. En effet , soit ET une droite qoet* 
conqac menée par le centre de la surface , GH l'axe principal 
' auquel les bases sont perpendiculaires j prcDGi chaqne sectioa 
comprise entre AB, CD et déterminée par un plan parallèle 
k cenx-là, et Taites-la glisser' dans son plan, sans changer la 
direction de ses axes , jusqu'à ce que son centre soit arrivé 
snr EF ; le volume du sèment n'aura pas changé, etc. 

Leuirabololde elliptique pouvant être considéré comme 
adfellipsolde , le théorème s'applique k tont segment compris 
entre deux sections elliptiques parallèles. 

[Fig. M.) Reste l'hyperboloïde à deux nappes. Or soient 
ABC , DEF deux sections elliptiques parallèles Taiteg dans une 
même nappe ; GHI , KLM les sections «HTespondaates da 
c6ne asymptote , OQ^Ie diamètre conjugué à ces sections ; 
les quatre sections sont semblables, et par suite proportioa- 
nelles aux carrés des dimensions bomologoes PC , PI , QF , 
QM ; or, à cause des asymptotes , les différences PI' — PC , 
QM' — QF* sont constantes pour toutes les sections paral- 
lèles ; donc le corps compris entre le segment d'fayperbolt^ble 
et le tronc de cdne GHIMLK donne, parallèlemoit au plan 
KLM, des secticms de même aire, et se mesure comme nn 
cylindre; par suite, il rentre dans le théorème; mais le tronc 
de c6ne y rentre aussi ; donc le segment d'hyperbololde éga- 
lement. 

Il est évident que le théorème s'applique k une infinité . 
d'autres corf» , car deux corps compris entre ieax plaiu 
parallèles ont même volume si tout plan parallèle k ceox-U 
et compris entre eux , détermine dans les deux corps des sec- 
lions de même aire. Tout cela est renrermé dans on théorème 
de M. Sarrus , dont voici l'énoncé : 

Si dans un corps toute tection paralUU à un plan dorme a 
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«m mre esprimét par A-fB^-f-^'* oùxett la élance de 
taxchon au pUm; A.,B,C sont des cotuicmles; un tegment 
gutlamque renfermé entre deux plans paralUkt au mime plan, 
te mesure comme il a été lUt plus haut. 

Vn pea de calcul iDtégral snffit pour la démonstratioo. 

Da reste, oa fera remarquer qae si dans au pareU corps 
<n transfonne cbaqae section en no cercle équivalent , et 
qu'on tasse glisser ces cercles dans leurs plans jusqu'à ce que 
les centres se trouvent sur une droite quelconque perpendi- 
culaire à ces plans, le lieu des circonférences sera une tax- 
bce du second degré ; car si cette droite est l'axe des x , et 
qu'on appelle r le rayon d'un des cercles , on aura : 

soit ■x,y, zaa point pris sur la circonférence du cercle , il 
vieal : 

dCHtC 

„(^+y^ = A + Bii + Cz', 
sorface du second degré de révolution autour de l'axe des z. 

Note. M. G. Koppe , de Soest (Westpfaalie), est auteur de 
ce IfaéorJme. Un corps ayant pour bases deux polygones 
paralldes et pour faces des trapèzes, est équivalent h un 
[visme ayant pour hauteur la distance des deax polygoneset 
poor base l'aire de là section parallèle faite à égales ditiances 
des deux bases et augmentée de la douxxime partie de l'aire 
d'un polygone équiangle aux bases et qni a pour cdtés les 
dîSéreoces de leurs cAlés bomologaea. (Crelle, t. XVTII, 
p. S75, 1838.) 

Il faudrait démontrer l'identité de cette expression avec 
cdie de M. Finck. 

On trouve dans le Lilavati (chapitre VIII, 5 221) cette 
évalaetîon du volume d'une pyramide Ironqnée à bases 

C,.;,l,ZDdbyC00g[e 
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rectangles i a, b et a,y b, éUDt les dimensiiHU des dcn 
bases, le Tolome est égal k ■^i[ab-\-i^b'-\-{a-\-a')[ii+b% 
éooDcé entièremcnl coofimne ta IhéwiinB "ia M. Finck; 
cdaide M. Kopp est k^^^^^±^+^^{a'-ap-b)l 

renoncé ordinaire est ^A[aft+<ï'*'+l/a*a'ft'l, et !« Inb 
■ont ideoliiines. 

SUR LES NORMALES AUX CONIQUES, 

P4a.M. SB FUTOBIS, 

Cipiulae d'irUllerie. 

I. Si d'oa point quelconque N {fig. Al) a^ant (a, ?) pour 
.coordonnées, on mène des normales à la parabole 7'=^jr, 
on sait qu'il peut y arolr jusqu'à trois normales , et qne les 
coordonnées de leurs pieds sont détenuioées par l'éqaaUoB 
da troisième degré : 

j-î-|-2p[/)-«)>- — 2^*?=0. (I) 

L'éqaatùm de La circonférence de cercle passant par la 
pieds des normales sera (j:— A)'+tr— B)'=R' ; combioiat 
cette équation avec cellodela parabole^'E=i^x,et éUnû- 
nant XiOaa l'équation du quatrième degré : 

qni aura trois radnes y, , y„ y, Menttqoes areo CflUea de 
l'équation (1) ; et comme les seconds termes manquent da» 
les équations (1) et (2), fl est facile d'en conclore que la qua- 
trième racine^, de l'équation (3} est égale à zéro. Donc 

Za circonférence de cercle' pasiant par les pieds des trois «or- 
maleg à une parabole, isgues d'rni même point, passe OMSiipar 
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le m mm it d* laeoitrbê, et réciproqnemeDl n VvnfMpautr 
MU eimmférmet de eerele par le tommtt d'ww poroMe tt 
rmteoiàraiù laco)trb»miroùatlre$poiiU$, Uin»rmalt$m 
tu tni» point* iront epacourir m «n point unique. 

{*) De là résulte on DU|yea très-siiD|de pour loener lee ncr- 
malei k nae paratx^ par on pdat donné , qndle que mU la 
ponlion do ce point. El en effet , et de l'éqnatïon (3) on bit 
dupHiltre la racine ^t= , oa aura l'éqnalion : 

ell'équation (3) étant identiqueàréqaatiCHi(l),iniisqa'eUei 
ont mêmes racines ^„^„^,, on en déduira : 

2p(/,-«)=4;,(f — A) et ^'^=8p'B, 

d'où A=^elB=5. 

Far coQséqnent le centre de la circonfSrence de cerde 
passant par les pieds des Donnâtes issues du point N, se déter- 
mine par une coostractlonon ne peat plus simple, et son rayon 
R = y A.' + B' est Gonna , puisque la circonférence passe 
par le sommet de la parabole. 

U est bcile de démontrer qae la somme des rayons vec- 
lenrs sbootissant aux pieds des normales est égale au double 
de ral>scisse do point N, diminué du quart du paramétre « 

FA+FB+FC-=2«— |. 

Si le point N était situé sur i'axe de la parabole , outre la 
métbode générale , il existerait d'après cela un moyen encoce 
bien plus simple pour construire les normales : du foyer F 
comiDG centre , on décrirait no arc de cercle avec FN ponr 
rayon ; en joignant an point N les points où cet arc de cerde 
rencontre la parabole, on aurait deux normales ; la troiaféme 
est évidemment l'axe Ini-méme. 

O V«ir t. V, p. m. 
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II. Dans lecasdel'dlipse, oene sont plt» trois n 
lealement, mais qiulre, qa'on peut meoerpar an poîat 
donné { l'une de ces normales étant déterminée , les trob 
lotres scmt faciles à construire par jrne constmction -ana- 
logue i celle que doos yenons d'in^ino^ pour la parabole. 

(Fig. 42} Soient donc N le point duquel on s^rt^iose de 
mener des normales à l'ellipse , ND t'one de ces normales , 
l^iiyù le» coordonnées de son piodD, et (j7„j'.), {x„yX 
1^17 J'ù 1^ coordonnées des piedB.A, B, C des trois aidres 
nmnnales. 

Ike8éqaatiOQS(A)et(B)(t. VI, p. 367),0DdédaitéTidem- 



2a'a ♦o'-ff. 



^€-^x,-\-Xfi-Xf= — j-, et j:,+;r,-f j:,4-X4s=' 
d'où , en ajoutant : x, = -^(o — 3p^, 
et par suite p^=t^^x,i 

on aura de même j^a^-j-^-j',. 

Une constmction Irés-simple permettra donc de délermi- 
ner le centre 0^ de la circonférence de cercle passant par les 
pieds A , B , C des normales, et le centre étant connu, la 
drconférence de cercle sera facile à décrire , piusqa'elle doit 
passer par le point D', diamétralement opposé an point D- 

Il existe quatre circonférences de cercle passuit par trois 
des pieds des quatre normales NA, NB, NC, ffD, issues du 
même point N. Si l'on distin^e par [p., -q,), {p., q^, {p„ q,\ 
Bt (/'«> ?4) ^ coordonnées des centres, ou a les résultsli 
soirants : 

m. Ce qui vient d'élru dit pour l'dlipse s'applique égile- 
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ment k l'hyperbole; il n'y a plus qn'à cbanger 6* en — b'. 
Mais dans le cas de l'hyperbole éqaOatère, les résniUls le 
■bnidifieQt beanconp ; ainsi l'on a : 

« . P 

ou a nuii les expressions très-simples : 

Si , OHuidénuit actaellement Véqaatioa 

4fl»p_«+4i'y,' +&■&,"— (a'«'+A'p'—c<)=2<i'(*;»;—«') 

(I. VI , p. 868), OD y change ^ en — a* poor passer de l'el- 
lipse an cas de l'hypaiKtle éqoilatère, on parviendra, en 
hisant attention qae V^':=p*-\-q,^-~t^'~r,\ à ce résultat 
remarquable : 

._«+f 
4 ' 

Donc éaiuumhyperMeéq»latinleêeireonféretueid»ank 
panant par troi» da pieds de» quatre normatei Ïmm* (Twi 
mime pomt,oiUtoatei quatre même rayon. 

La grandeur de ce rayon est iadépendante de la grandenr 
4e l'axe de l'hyperbole ; elle ne dépend que de la distance dn 
ptrint dnqael sont menées les normales an centre de la 
cooriM. 

Cat partieulitn. (i^j. 44.) Silepoint NestBitnéettN'8D^ 
^aze transTerse , la constmctioa des normales est très-facile 



poidicnlaire an point P -, si elle rencontre la courbe en A 
et Q, les droites N'A , N'Q seront deux normales : construc- 
tion identique , si le point N est sltoè sur l'axe n(Ki tranarerse. 
On peut remarquer ce théorème. 
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Dam MM Ajptrtoff ^juiteUn, le$ porttMU ifHfM Mtw 
lurMCif eMnprûn Mifr« to «M* Mnt ^otw . Aioti : 

Si le point N est sitnâ sur la courbe mtime, en A par exem- 
ple, OD mène le diamMre AOA' ; da point K aa mîliea de oA, 
comme centre, et avec OA pour rayon, on décrit une dr- 
conféreoce qni rencontre la conrbe en nn second point S, 
différent dn point A' ; la droite AS est nue nonnale. 

Il existe ane relation user simple «lire W ^irianoeii éi 
centre de l'hyperbole équilatére aax centres des quatre «r- 
ctes et ati point N. On a cd effet : 

on a aussi : 

ÔT" + OB' + 55* 4- ÔD* =a ON*, 

et enfin: 

OaamtbéortOMtoBjoondiHle <m et ïkypeiMB é^ 

Mère. * 

. Lespieda de$ gn&trê no rma ta i'mmw d'tm mémtfmMimt 
Ml* 9M la jrotltJMymmf imtx qmitoa^yM d'tntn nue at 
jKTpMtfwJatr* 4 Ja drwie jaigwmt I» ââu» mtru. Alnd, 
fu ewwfik , AQ cat pn-pendîcqUire à BG ; démoBitntiiR 
facile fondée sar le théorème 150 de Joachîmstal (t TI, 
*-«!)• 

L'eipression Ttp-^n'p'-\-n"p"-\-n'"p'''—^[a'+b*) (t- TII, 
p. 117) a paiement Uea , mais elle se réduit i zéro , c'etl- 
i-dire qae dans l'hyperbole éqailatére o* a : 

^ 4- «y-f- "'y + n"'p"'= 

ktaamia 
Enfin 7, g', q", </'" cxprimart les iMstanees do centre dfc 
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l'bypertiole éqailalère am normales , il est facile de dé- 
montrer la relation ; 

nq-^n'q''\-n''q''-i'n'"g'"=0. 
Cette relatioD eat dans l&cas de l'ellipse : 

^^~T- = "^ + "'?'+ ""«"+ **'"?"'■ 

Ifota. l*'Le8 pieds des nonnales mendes par tm ptrint à une 
coniqne sont snr une t^perbolfl éqoiMère ; donc loraqqe 
eetleconiqae est anssi nne hyperbole éqoilalère, les denx 
courbes passant par les qaatre mêmes points , l'un de ces 
poinls est le point de rtneotUr» Au triangla formé par les trois 
antres (t. II, p. 43). 

3* Le cercle drconsertt à nn triangle et tes trois cerclii 
qtû passent par le point de rmconfre et deux des sommets 
iODtéganx(t. Il, p. 944). 

3° Le cercle des neii^ points passant par les denx centres 
des imx. hyperboles éqnâstère» , on a onze poUts snr la 
même circonférence. (Mention.) 



THÉORÈME SUR L'HYPERBOLE ÉQUILATÊRE. 

Si une droite (onche anx p(4ntB P, R respectivement, denx 
byperixdes éqoilatères qui ont le même centre et qni se 
conpcnt en Q , les trois distances OP, OQ, OR formeront ane 
pnqxfftion conlinac. (Strebor.) 



JeprendslerayonccntralOQcommanpoiiraxedesf , nne 
perpeodicalaire il ce rayon mené par le centre pour axe des J-. 
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Si d est la longueur de ce rayon c«ktral , les équlioi» 
des denz hyperboles soat : 

j^'+Bj^— jr'+<f=0, j-'+Fay— j'+J'=0. 
n faot faire voir qne <i'=OP.OR. 
Soit ^-\-rx+s=o l'éqDatioD de la tangente, et y, y, 
x", y les coordonnées des points P et R , on a : 

la conditioD de langence donne : 

«'(B'+»)=«*fC'^— Br— I) (1) 

(l. II, p. 108,) 

w B et B' sont racines de la même âqnatioa (t). 
La théorie des fonctions symétriques donne : 



Obêtrvation. Ce calcul est one TériOchtit»! utile et provi- 
soire. 



NOTE 

r Fhyptrbole équilatire circotucrite à un triangle ef ntr la 
parabole imeriie à un triangle , 

VAH M. KSMTIOM. 



Thiorime I, Le point de rencontre des haatenrs d'oo 
triangle inscrit dans une hyperbole éqailatère est siloé su' 
la courbe. Ce théorème résulte da suivant -. 
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■ Le cercle des neof points d'an triangle inscrit dans une 

■ hyperbole éqnilatère passe par le centre de l'hyperbole 
- (Toir Nom>elle»-Annal«t , t. II , p. 43) ; et inTersement , si 

■ ce cercle passe par le centre de l'byperbole , qne deux dei 

■ sominetsdutriaDgleioientsitaésBar la courbe, le troisiéine 
- > yseraans^. » 

Théorénu IL Le point de rencontre des tmateurs d'an 
triangle drconecril à one parabole est situé snr la directrice 
de cette coarbe. Si l'an des cdlés dn triangle est la tangente 
sn sommet, la proposition se démontre aisément; elle sert 
de lemine ponr la proposition générale. 

Les cdtés da triangle fcn-ment en eBët , avec-la tangente an 
sommet, an quadrilatère anqnel on applique le théorème 
soivant : 

- Qoatre droites situées dans on même plan forment qaatre 

■ triangles, dans chacoD de ces triangles existe nn point de 

■ rencontre des hauteurs ; les qaatre points de rencontre sont 

■ sur one mfime droite. » 

Il n'y a donc qa'à démontrer le théorème lorsque l'on des 
cMès du trianglecirctmscrit est la tangente au sommet (/Ijr- 45}. 
Évidemment le point de rencontre se trouve sor une 
perpendiculaire à la directrice. Soient MAB le triangle 
circonscrit, et I le point on la baDleur perpendicolaire i 
la directrice rencontré cette dernière;; proavons qne AI est 
papendiculaire à MB ou parallèle & FB ; F est le ttsjet de 
la parabole. A', B' éUnl les points où FA, FB rencontrent la 
directrice, MA'=MB'c=MF} ainsi lest le milieu de A'B* ; 
dès lors AI, joignant les milieux A et I de deux cAtés FA', 
AV d'nn triangle, est paraUèle au troisième c6léFBB'.... 
c q. t. d- 

Nùtt. OémoDStrations analytiques : 

Théorénu I. Tontes les hyperboles èqnilalères cirooo- 
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scritea à nn triangle h coapent an poial de roMODtre ita 
hantean du triangle. 

Démonitratwn. Soit ABC le triangle, premna le •oninel 
A poor origine, la direction ABponr axa des -j-'i leieoor- 
dcoBtereclangolaires, etfiuaoïu AfinE^ daBshjpcriialei 
éqailatères passant par les -points A et fi , auront pour bjoà- 

liODI! 

y+Bjcr — ar'+D^+ExaeOîjJ+B'jy— jc*+J)>S-E*«.«i 
donc lei deax antres pointa d'inlersectioo sont slttiéa sor li 
droite a:(B— B^+D — D'=:0, c'est-à-dire ior nnedroita 
perpendicnlaire à AB ; mais G «st un point d'intenMtfon , 
donc le second point e^t sor la hantenr da triangle paasuit 
par C ; de même sar la hantenr passant par A, elc. c. q. t. d. 

Théorème IL Les directricesde tootesles paraboles inscrites 
à an triangle passent par le point da rencontre dei baotenrs 
de ce triangle. 

DénumttriUion. Soit ABC le triangle, prenona A povr 
origioe , AB ponr axe des -f .r , BG poor axe dos -^y^ l'é- 
quation de la parabole pmt élre mise sous la forme ■ 

l'équation de la directrice est ; 

J'(î+;>COB7)-|-.r(p-|-gcoS7) + COS7=0. (5) 
(t. II, p. 433.) 

Soit 4y'\-ex-\-f=ù l'éqoalion de la droite BC, la con- 
dition de taogence donne : 

rf/,+«;5,-,de=0, (3} 

éUnisant q entre (2) et (3), on ■ : 

^O(c/c08*f— e)+j?(rf— ecpS7)]+rf[<l/-+e«a)i>+/oûail]»0i 
or, cette droite passe constamment par le point d'intaseclioii 
des deux droites > 
r(<<aiiT"-«)+''^("^~*'»s7;=o,<r-l-«J^coBy+/coii(=o. 
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La pr a i l è i ' c «st l'étpiatioo da la tnalcar d« trtaiigte pww m t 
pir l'origine A , et la secoade est l'équation de la haaleor 
paitant par B ; donc , etc. Tm. 



SOLUTION DE LÀ QUESTION 186 (t. TU, p. 840), ' 

VAB M. I.UOIBM OIXLSS, ■ 

btit da liota UoDge. (*) 

En ctoasaot les dénomlnatean'» on trotnre x 

— A,'{x— <ij(.r— (ij.,.(x— aj— 
— A,'(;r— a,)(j7— i3j...(a: — a^ =0. 
S n est impair^ en faisant soccessiTement < 
jr=:a,, fl,, a,, a,.,. a_,-}~*t 
OD troQTe R Tariations j donc il y a n racines réelles. 
Et si n est pair, en Taisant sncfiessiTement : 
x= — ocj a., a,, a,... a,, 
nous troQTOns aassi n variations ; donc dans tons les cas, il y 
a n racines réelles. Les racines sont rangées par ordre de 
graadenr. 

Pfote, Le même élève et M. Mention ont envoyé chacun 
DM bonne solution de la question 184. Nous les donnerons 
Téasies prochainement. 



O Panrquol , dam !«■ noaTuni noini donoti «Dl colligu da Piri) , k-l-on 
omta celui ds Cmiolr Comme g^omèln, il Kcapa on nng diiUngaé; eamma 
ripublieiin, 11 tu uniqns. D'tjani lim«ii euceaat Ici lutd* de Biil. Billl]', 
L«*aiiler, Condorcet u'on^-lli p» aDUnl de Tileur monle et sdenUBqoe que 
Qurlemigne el NipoltoD! S) l'an i eaatené ceui-ci comms clieF» de nalion, 
fBuqs*! iirolr Mé LMi«-i»«rud, qil > donDi «>■ Bom am *Hek le plu* 
«éMbn d« Pruua, pir m* ««nqatui liltttalm et pat H«•Mlq>MMlefrlla' 
rUI•*per«l(aQUt,FrlKlaeUTe■, let Milw q1 *et»M iwiiwaal glertw w ei. 
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r Faction ttaU^ de la force dani le paralUtogrammt 
orlicHM de ^iTott (TOy. p. 68) f}. 



D'après le priocipe des vitesses Tirtoelles, si , dau od 



A 

^ M \ D r 

s y 

B — :^^ \^ 

'^^ 1 

P I fl 



O M. BlUiM ijuL «a l'oblIgMDM de : 
d« la tormala i Uqnelle il mi fait alliulon à la pags M de c« toIium 
nom laiioiia nn plalllr d'en ttitt parL 1 nu le«t«lin. 
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■yslèmo quelcoaqae ea éqnilibre , on {vodait un des mouTe- 
mesls qoe comporte la liaison de Ions les points du sfslèmn, 
de manière qne les déplacements des points d'applicstioo dm 
ftvces soient très-petils , oo aura : 

P/»+ P'fl'+P'>"+ etc. = , 
P, F, F', etc. étant les forces, et p, p', p", etc. les projec- 
liom des petits espaces parcourus par les points d'applicatioD 
de ces forces snr leurs directions respectives ; p, pfy p", etc. 
étant pris positivement quand la projection tombe dans le 
sens même saivant lequel la force a^t , et négativement dans 
le cas contraire. 

Par exemple, dans la position rectangle du parallélogramme 
de Watt , soit P la force ascensionnelle dn piston , Q nne 
force dirigée de baat en bas et agissant snr un arc de cercle 
on poulie DE à nue distance CD = r du point C , et mesurant 
ainsi l'actfon P du piston qu'elle équilibre. Le pisftHi agît k 
nne distance CA = R du point fixe C. Si je d(xme un mouve- 
ment angulaire da infiniment petit an bras de levier AG , le 
pdnt A parcourra l'espace R^u de A vers R' dans le sens de 
la force P i le point D parcourra un espace rdfn dans le sens 
contraire k la force Q ; et l'on anra : 

PR(£u — QniH = 0; 
d'où PR = Qr, 

ou bien ^ = - > 

c'est l'éqnatiOD ordinaire d'éqnililHV du levier. 

Pour le cas où le point d'application de la force ascension- 
nelle P du piston est en R', il faut calculer la hautenr 
AB' = A en fonction do l'angle A'CA^u, etensnitediSé- 
reocier l'expression de h ; c'est ce qni est trés-simple. 
Abu. ds HiTBta. Vil. 1'' 
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Ed effet . en sappoMnt recliligne et Terlicale la course BiB' 
de l'articulatiou sor laquelle agit la force P, ona : 
Aff^A'M — A'N. 



mus B'N = AM = AC-MC = R-Rco9m, 

et A'B' = AB = S; 

4dik 



tiuA A^llsiD—R\/gi— («-'«>»»)'■ 

Soit maintenant Q' la force qui, appliiiaée ap \ita» 4e larier r, 
ferait équilibre k la force F 4u piston Bgissanl dit» la i)Qtt> 
Tdle forme da système ; on aura rdv pour te d^pbeenMt 
du point d'application de la force Q', et dh pont celù de 11 
forcç P i d'où : 

P(iA-i-Q'Ki«==0. 

Mais , d'après re^mssim de A , on a par la diKreatirtkio : 
(1 — cosai)sinwA> 



(fA=:Rcosu«2u-f'K' 



y/' g -(1 -«».)■ 






-^_Q'rti»=Oi 
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Hais dans Is position rectangnlatrc du paraUélogramme, oo 
arait : 

P~r' 

-, . . , (t — cos*>)iin»> • Q' 
le coeffiaent cos^H ~ — ^ expnmera 

-OMw)' 

donc le rapport de l'aclioa slatiqne Q* du piston dans une 
position quelconque, à l'action Q qa'il exerce quand le 
parallélogramme est rectangle. 

Quant à l'action dynamique, eUe dépend, aon-aealement 
de rinlensil^ de la force modifiée par le système où elle est 
engagée, et du chemin que parcoart son point d'application , 
mais encore du temps employé à produire le déplacement de 
ce point. 

Note. Pour faire une application de la formule qui pré- 
cède , II faut commencer par la rendre calcnlable an moyen 
des logarithmes. À cet effet, remplaçons l~cos<>i par 



"■"■r 


et posons 














CMt = 


= 4-1"^ 




il » réndlera 










Q 


, cosfgin 


« sinrcoB 


B + 8in«tco«T 


OO 






2 = 


8in(^+«) 





™ Q siof 

CeU p<»é, loll 11=2,5I5> S = 0,7«2, « = ir35'30". 
(NoDS empnintoDS ces données à M. de Prony : Rapporttur 
(et macfctnes d «aj»eur du GroS'Caitlou; Paris, 1826.) 
On lire delà , d'abord j=!»l*ri6", d'où f+»=98-«2'46", 

et pu suil. I = 1,OP05. • jj j „ y,„^„, , 
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SOLUTION GEOMETRIQUE DE LA QUESTION I5t 

. (roirt. VI,p. 388). 

V*a M. MAJrVRZDI, 

Éltie da IjcM Ch«rl«iiuRne { eluie de H. CaUlin ). 



SnpposoDS m', m", m'" sor ane cllipie; menons par kf 
points m', m" des tangentes à celte conrbe que «ons sappo- 
tons se couper en T ; joignons le point m" au point m'", et 
par le point T menons une sécante parallèle h la corde 
ni'ml". Cela fait , si l'on joint le point ni" au premier point 
ni, la ligne de jonction Trl"m' passe an miliea de la corde 
interceptée sur la licanU parlant du point T et parallèle à 
tti"m"', 

tig. 46. Soient ni, m", m'" les trois points sur l'ellipte. 
Du point ni je mène m'G parallèle à ni'ni". Je joins ai, m"; 
Cm" ces deux droites Tont se couper en on certiiîn point U. 
Si de ce point <m mène MN parallèle k m"m'", cette droite 
sera la polaire da point de rencontre I de nim"' avec Cm"; 
la droite TI est la polaire du point M , mais comme la po- 
laire do point M doit être parallèle à m"m'", Tl est parallèle 
à m''m"'. Si l'on joint le centre de la coarbe aa pôle I de 
la droite MN , cette droite est le diamètre conjngaè des 
cwdes parallèles à HN -, donc le point I est milieu de AB; 
d'où l'on voit qae si l'on a trois points ni, m", m"' sur me 
elli(se, etc. 
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BIBUOGRAPHIE. 



Gonu D'urmitriQCB a l'hugs des élAvu, etc., par 
H. Gailmîn. (Fia , voir p. 109.} 

Le chapitre VI (p. 132-184) traite de l'exlrtction dei 
racines carrées et cnbiqnes. Le point si épiDeax des approxi- 
mations est développé avec soin et expliqué avec clarté, 
d'après les principes conlenns en divers articles dont l'excel- 
ledt professeur a bien Touln enridiir les ÎVouvelles Annala 
(t. I , p. 249. 487, et t. IV, p. 205] ; la r^le ponr l'extrac- 
tion de la racine carrée contient ijuarante-tept lignes. Les 
énoncés fondamentaax devant être confiés à la mémoire , on 
ne saorait les rendre trop coorts. Descaries , dans une lettre 
k Mersenne, se plaint de ne pouvoir retenir la règle ponr 
rextraclion de la racine cabiqae ; cbaqoe fois qu'il en a besoin, 
il est <Aligé de l'inventer, et H prie Mersenne de loi épargner 
cette fatigue, en ne l'entretenant plus de questions d'arilb- 
métïqne. 

Chapitre VJI (p. 185-208). Da rapporta et proportioiu. 
Noos engageons nos lecteurs à consulter l'exposition philo- 
•oirtuqne qu'a faite M. Gergonne de la théorie de la règle de 
tr<M(Annala, t. VII, p. 117, 1816); le savant géomètre 
établit parfaitement rinatilité scientifique de la théorie des 
propwtions. Toatefois. fonmissant bon nombre de pages, 
die est utile aox anteors. 

Oiapitre Vlll (p. 208-236). Théorie det logarithma. Cor- 
respondance de deux progressions, selon l'idée népérienne; 
ooovelle prenve qae la méthode d'invention csT rarement 
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la plos ^mple. Certes , l'exposition cxpoDeatielle d'EoIer ttt 
plus facile, pins satisraisante , et même plus exacte , car elle 
reod raison des râleurs nmlliplesda logarithmes , de l'ima- 
ginarité des logarithmes des nombres n^alifs j ce qa'il genil 
très-pénible de déduire de la môthodc des deux prc^frcssions 
conjugoées. Mais celle-ci, on doit en convenir, a le même 
avantage qae nous avons indiqué ci-dessus pour les propw- 
tions. 

DnniËHB »«nB. j1ppl\eali$ni (p. S3>*1U). 

Sons le titre de problèmes et questions d'examen , l'antenr 
donne le système métrique cl diverses applications des quatre 
règles, de la règle de trois , de l'intérêt simple et comp(^, 
de la règle de société , d'alliage et de change, ce qui met 
les élèves iniclligcnts en état do répondre à toutes les ques- 
tions d'arithmétique commerciale qu'on fait dans les ext- 
mens. Il serait à désirer que les données fussent toujoun 
pratiques et puisées dans la statistique du pays. Le Lilaviti 
donne des règles de trois , de cinq , de sept et de neuf. Comme 
dans CCS sortes de questions il s'agit , au moyen d'un ccrtaio 
nombre de rapports donnés , de trouver le second terme d'os 
rapport dont on connaît le premier terme, le nombre de 
données est donc essentiellement impair. L'exemple pour Ii 
régie de sept est eelal-ci : Ei S écharpcs de soie, mesnnat 
a coudées de lar^enr et S de longneor, coûtent iO(t fiM«, 

combien coûtera I écbarpe de 3 - coodées de long sur ^ de 
lai^(8ecl. Vl,{Sa). 

Chapitre IX, jippmdice. Ce nom convIeDt'il ta diapitte 
d'un onvrage? Du différenU ^slémes 4« numération. Ob 
Ironve ici les théories des fraclioBs périodiques dwi n» 
base quelcoaqao. 

CiafilrkX. Appendice. Preuves par 9el 11 , oubliées duB 

L;,.;,-z.d=,CoOg[c 
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l'aavra^ ; divlsibi^të par 7 ; limite dn pliu petit nombre ie 
dîTîllolis dam là recherche du p. g. t. d. et snr le plus petit 
thfllUple comnitiD , application des progression^ & dircn 
probieoMis. EnSu l'ouvrage est terminé par Ica méthode^ 
tbti^éti de Vaultiar sur les approximations numériques et 
pat 1« AtisioQ ordonnée de Fonfief. 

Cet ônrrage annonce partout un pfofessetif connaissant 
(otu lâs détonrs des examens ; aussi il sera recherché des caB- 
dldata aax diVcrsei écoles. Le style, reprodaisadl leaexplt- 
CÉtiona données ira lablean , est parfois trop Térbenx ; ifeii 
an défaut dont les éléres tie se plaindront pas. 

le succès que l'aritiiinétîqne de M. Gaïlmin a td>tenn dans 
DD ^and nombre de lycées et d'instUotioos spéciales a été 
sanctionaé fHir le «affrage uniTersilaire. Elle a été autorisée , 
le 28 avril 1648, par le conseil de l'inatraction pnbliqoe 
pour renseignement des lycées. 



THtOHÈllIBS OÉMËftAGX 

eoncemant les équatioru d^im dtgr* quttconqm mOnwinmm 
tf« qtuleonfm ^i^uatHmi , d'afrU M. Pliulm, pro/tMliir 
é Bamm (Qrrile, t. XVI, p. 17, 1837), mfnmçau. 



I. Lemme. Une équation alg^riqae ctHopIèle a deux va- 
riable , de degré n « ^^^±^^|^' - 1 :» N «Mficiwts . 

n. Théorème 1. Si l'on donne i. deux quantités tarJabld* 
«ùcccssivemefltR— t couples de valeors , et si Ton sappose 
que ces valeurs satisfont Â une équation quelconque de 

degré n entre les deux variables, il y aara 1 
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Boaveaax coaples de Talenrs qai satisfont à la même équa- 
tion et qoi d^)eDdent nniqaement des couples précédents. 

Démotutration. Soit F.=0 l'équation générale de d^ré n 
entre deux inconnues et à laquelle satisroQt ff — 1 coupla 
de Taleors ; toutes les équations de degré n , auxquelles ces 
mêmes coaples de valeors satisfont, peuvent être représentées 
par F,-|-fj/], = 0, où (* est un cofffîcient arbitraire et /), nne 
autre fonction quelconque de degré n ; il est évident que les 
N — 1 couples de valeurs satisferont aussi à réquatioo/.=0 ; 
ae les deux équations F.=0, A=0 admettent n* coaples 
de Taleors oxmnnnes et pas davantage , et 

-2) 



veaux amples de valeurs. 

III. Théùrèmell. Si l'on connaît N—1 conples des ra- 
dnes de deux équations du n'<" degré entre deux inconnues, 

on obtiendra les — — couples de radnes reriantes 

uns avoir recours à ces équaliona. 

Dittwiutratvtn. Éliminant une des inconnues, oo «Atknl 
une équation de degré n' de la seconde inconnue; on 

connaît N — 1 racines; les autres — '~~ — - racines dé- 
pendent donc d'onc équation de ce d^ré. 

IV. Théorime III. Si m des coefficients de l'éqnalion d'un 
degré n quelconque entre deux variables sont donnés, on 
bien encore s'il existe m équations linéaires entre ces coeffi- 
cients, il suffira de connaître N — 1 — m couples de valoir» 
de deux variables qui satisfont k l'équalion du n*^ degré 
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Démoiu^atùfn. 

V. Théorime IF. Si l'on connaît Inq _ ^g~^|tg— a) \ 

coaples de racines de denx équations da n*^ et da q*^ d^ré 
entre deux inconnues, n étant plus grand qoe q ^i q pins 

grand qae S , on en dédnira — — — | couples dei racines 

restantes sans reconrir aax équations proposées, en fonction 
des racines connues et par la résolution de denx éqoationi 

Démotutratim, Parmi les N — 1 couples de râleurs qui sa- 

tiaroQtàréqnationF,=û, choisissons â volonté t 

2 
coaples qui déterminent complètement nue équation de 
degré yi, représentée ^ = ; supposons n=p-^q, les 
coaples sont an nombre de 

ft j r(f4-1)(H-2) ^1^^ (g-t)(?-2) 

Supposons que ces couples restants satisfassent à une équation 
de degré 9 on à 74 =0{ cries équations F» = 0, ?(i)=0 
ont en commun nq couples de racines -, donc , etc. 

VI. Lemme. L'éqoalion gén^^e du degré n entre trois 

inconnues contient -- ^- --■ - J -■ — 1=N constantes. 
1.2.3 

VII. Théorème F". Si l'on donne à trois quantités variables 
■occessivement N — 1 groupes de valeurs quelconques , et si 
l'on suppose que ces variables satisfont à une équation géné- 
rale du n*^ degré entre les trois variables, il y aura une in- 
finité de tels groupes, dépendant uniquement des groupes 
doDués, qui satisferont tous à cette même équation. 
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Démoiutration. CArcesN— 1 groDpes détcrmiaent tooi 
les coeflicienis en fooctiOD d'an seul , qui reste iDdéierminé. 

Vin. rA^or^nw^/. Si l'oDdo&ne à trois quantités varia- 
bles saccessiTement N — 2 groupes de Talcurs, et si l'on 
sappose que ces gwnpes satisfont à nne éqaalion qaclcoaqoe 
dn n'"* degré entre les trois variables, il y aura lûDJoars 
M*>«]!1^2 ooaveanx groupes de valcars et dépendant otii- 
qoemeyt des groupes donnés , qui satisferont à cette même 
équation. 

IX. Théorème Vil. Si l'on connaît N— t groupes de n- 
leurs qui satisfont en même temps à deux équalions Ad n"* 
degré entre trois inconnues, l'on obliendra ane inûuité de 
tels groupes sans avoir recours aux dcax équations proposées. 

X. ThéoriTM flll. Si l'on connaît (S — 2) groapes de ra- 
cines de trois éi|uations données da n^'^ degré entre trois 
inconnues, l'on en déduira les (n' — N-{~2) groupes de racines 
restantes sans avoir recours aux équations dounccs. 

XI. Théorime IX. Si parmi les coefficients de l'équation 
générale du n*"' degré entre les trois variables , il y en a m 
de dcmués , on bien encore si m équations linéaires de condi- 
tion ont lieu entre ces coefDcients , il eu résultera ; 

i*Qae ïï— m — i groupes donnés des trois variables qm 
vérlBDnt l'équation générale en comportent un nombre infini; 

Sr Que n — m — 2 groupes donnés en comportent 
a* — K+m-{-2 groupes nouveanx. 

XII. Théorème X. Si l'on connaît 

tM-0[»+2)(B+3) ("-g+«)(«-!?+2)f«— g+3) 
1.2.3 1.2-3 

groupes de trois valeurs qui satisfont en même temps à dent 
équations entre trois variables, dont l'une s'éldve au degré» 
et l'autre au degré ^, l'on en déduira UuelnBniléde pirdb 
groupes sans avoir retonrs à ces équations. 
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XIII. Théorème Xi. Si l'on coDuatt 

(7i+1)(«+2)(,,+3) 

i.a.3 



1.2.3 1.2.3 



-— 1 



gronpes des radaes de trois éqaa lions entre trois iacoDDQCS et 
dont les^degrés s'élèvent respectivement à n , ^ et f , l'on en 
dédatra tons les autres groupes sans avoir recours aux trois 
équations proposées. 

OhsenatioM. Les deux derniers théorèmes se démontrent 
comme on a fait pour le théorème IV. 

XIV. Lemme, Le nombre des cocilicieuls d'ane équation 
de degré n entre g variables est : 

^-~^' 1.2 ■ i~^ UT^- 1.2.3 +'**■ 

XV. Si parmi les coefficients de réqoation générale do 
n*^ degré entre g variables il y en a m de donnés , il en ré- 
sultera i 

!• Que si 8, — m— (§■—&) coupes dopnësdeg variaMes, 
qat vérifient l'équation générale , en comportent an nombre 
infini de pareils groupes , de sorte que dans tous ces groupes 
l'on peut prendre à volonté les valeurs de (A— 1] des g va- 
riablet, où h est nti nomlH'e arbitraire !>1 cl <g; 

2* Que S^—m—(g — 1) groupes donnés ta comportent 
a' — ï+m+ff — 1 groupes nouveaux. 

XVI. Théorùne général. Si l'on connaît 

Si»— 8{«-j.) — Sf«_,)...— (g— 1) 
groupes de racines do g équations entre g inconnues, et 
8'élevanf resptctîvement aux degrés n,p, q..., l'on en dé- 
duit tons, les autres sans avoir recours i ces équations qui 
restent complètement déterminée». 
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THEOREME ARITHMOLOGIQUE DE M. STEINEB, 
démontriparM.JaecbUCràle, t. XIV, p. ei-, 1835). 



Théorème. p est mt nombre premier; a,, a,....a^ ami n 
nombres non divisibles par p et laissant n résidas différtHti; 
b somme des combinaisons avec répétition de la classe 
p — r de ces n éléments est diriaible par p Itn^iae r > 1 et 

Démonstration. Soit (a,— a,]^a,—a^..„(a, — aJ=A„ 

Ainsi A, , A, .... A. ne sont pas divisibles par p. 
Si l'on pose 

(a:— a,)(jr— a.)....(j>-aj ^^ar^~V"^' " 
on sait qne Pi'O est la somme des combinaisons avec ré^iéti- 
lion de la classe m des n ^I^m«nb , a,, a,..,.a^. 
On a aussi l'expression connue 

et lonqoe k= oa < n — l , on a : 

T+i+i +■■■■'{='■■ 

Faisons n+»t—l=A+p(/>—l), 00 nt=A+P(^—l>—(«—1), 
OD m<Z^(p — i); alors, d'après le IhécM-ètne de Fermât, 
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diriiés par p, laiMeot les mêmes réddas qne 

a,*, a.' ....a,*; 
donc le produit A^ .... A,P(") lais» le même résida qoe 

^^ 4^+^+-+^)- 

Or oe produit est nul ; dooc P(*) est divisible par p. Posons 
|! = 1. et taisant ftsaccessivement^alàO, l,3,3....n — 2, 
on a le théorème énoncé ; en prenant pour fi nn nombre 
entier positif quelconque, on a on énoncé pins général. 



RECUEIL DE FORMULES 

nta^vtê aux fonetiotu eirculairei et logarithm^uei. SmU 
(eoir t. V, p. 4iS). 



Trigonométrie ^hériqitt. 

8S. SiD-acos-68iDG^sin^co08(P— A)}P=^(A+B+C){ 
touniit dnq autres (*}. 

84. C(M-acosTMnG = cosH;Goe(P— C}fonraitdetaaatrea. 

85. Sin-asin-£dnG=co8^sinP id. 

86. Sin-(a-|-»)3in-C=siD^cos-(A— B). 

87. Sinic«-A)co4c=sinU8inl(A-B). 



Il duei i H. SebmsiMM', protMMar 1 FniM- 
.4e), etiet fonaalM u, ti,lt,W,*IM*Bkn 
( GtDuUMnce dti tcmpid* lies, p. 4s,pDbll«c en iwi). 
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M. Cos^a— 6)cos-C=coSrCtln-(A+Bj. 

89. Co6i(<ï+i)siDic=cosîcco^tA+B). 

90. 4siD(i8iD6siDc = sin2<j-f-eia26 + sia2c, lorsque 

91. ±j7c=cosa?— -cos3r-f--cos5j— iCos7x-f elc (U 
signe 4- 00 ~ selon que cos x est positif on n^tUr. 

92. Cos:r3.d= 

4/1 , cos2.r cos4j: , cosSj cosSjt , \ 
wl^ïTs'* ÏTa 3.5 '"' 5.T 7.9 '^"'j' 

co33^ cosSx cosTjr \ 



"•«^■"=^'(^+1 



1.3.5 3.5.7 ' 5.7.9 
•4. Cos»x=± 

nV3.1. 1.3^1.1.3.3 1.3.5.7 3.5.7.9 ' 

Obterrolton. Ces quatre formates oat été données par 
M. Kammcr, dans un mémoire extrêmement remarqnalile 
sur la maiiière de dé¥c1opper d'nne infinité de manières eo 
série les puissances deslax etcosx (Crelle, t XIT, p-lSI, 
1835); mais Fourier a déjà donné les fonmln 91 at 91 
dans la Théorie de U ctialeor [p. 175,1S2S). 

95. Sin(iv — jtJ siD(j' — î)-[- sinCtf— ^)sin(z — x)-}- 
+ sin (w — s) Gin {3: —y) — 0. 

OhservMion. En Atant partout le mot sinus, on obtient 
nne identité entre les six diOérences de quatre qoantltés, 

M. HaAi a trouvé la magnifique identité suirante pour 
les fondions elliptiques ; 

sin am (w— x) sin am (x-— s) + sin am(w—y) SÏD am {z—x) + 
-\-aiaam(f—z)smam(x -y] -\- /^s\aam(fiv—x)siaamix—*) 



byGoogk' 



_ 271 — 
on sait que am signifie l'amplilade ou l'angle f dans l'Inté- 
grale ( ^ '^'^ oii A est le module (Grelle, t. XV, 
p. 200, 1835). 

96. SmxMuy-^%\ïiz&iïi{z-\-x-\y^sss\ii{z-\-x)i{a{%+y). 
tmam [x)i\aam[y)-{.%mam{z)si.'aam [a-\-x -\-y) — 

— t\aam{z-\-x]i\aam{z-\-y)=s 
=ktBaiam[x)ùaam(y)imam{t)i\aam{t-\^x) siivun(z-(^] Aaam(+x^). 

97. Tang.rtangj'+tangztang^(z + j;+^) — 

— Ung (z + x) tang {s + j-) = 
■= tang X Ung^ tangz tang [z+x) tang(«+^) tang(«-Kc4:j'). 



SUR L'EXTRACTION 

iTune racine du 6if«Im« \/â±V^b, Haprii M. J. Plana , 
d Turin (Grelle, t. XVII, p. 33t, 1837), en français. 



I, Soient A*=a, B°=fr; A' et fi' swt deox nombres ra- 
iHxmels entien , et A' > B' ; U s'agit d'osirairc la racine (le 

degré n du binôme A±B; j'écris p'AztB = —^ et on 

regarde /< comme un nombre entier, ainsi que les carrés x' 
eiy. Ceci admis, on a nécessairement leg deox équations: 

2\/f si/? 

(Toii 
*'-J-'=«P'lA'-B>ii'-15'=S[|?'(A+B)>+(5'(A-B)>]. 
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SoJI 

• A'~B*=2".S".5"".7"''... , 

etprenoos:. 

p = 2— '.3— '.5— '".7"'"..., 
oaaora : 

(A'— B>={2.3.5.7.. .)" = ''; 
par là lef nombres entiers/» et r sont connos. Poeou : 

on déduit : 

:r»i/q^,:.=i/i:r27et in^J^^i^^ 

2V'p 
il fant donc pour que celte extraction soit possible qne i soit 
on nombre entier. 
Faisons : 

ODbien : 

a=2p(A' + B')j p=p'(A'-B')' = f^! 



Cette fcmne nous apprend que z est racine d'one éqnationde 
Moivre de degré n, et on aora pour déterminer a réqoatkn 

^^ Ta 1.2.3 ' 

Si R est impair, le second membre est divisible par s , et 
r doit être an factear dn nombre entier > ; ponr le trooTer 
rapidement, on calcule avec ane table de logarithmes les 
denx parties de la valeur de s de l'équalion (1), en ayant soio 
de faire ce calcul avec plusieurs chiffres décimaux j ensdtc 
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oa voit si l'addition de ces deux nombres donne qd nombre 
entier avec ane grande approximation, et l'éqaalion (2) ser- 
vira A Térifier ce nombre. Ce procédé sert aossi k indiqoer 
l'impossibilité de l'exlraction de la racine dnaandée, en 
donnant nne fraction fort éloignée de Touité pour la somme 
des deox parties décimales. 

Si n est pair, le second miembre de l'équaticm (2) est divi- 
sible par z' i en sorte qae , en admettant qu'elle eût des ra- 
cines commensarables , on ch pourrait tirer nne valeur 
entière pour s' ; mais alors la racine de ce nombre , s'il n'est 
pas un carré parfait, ne serait pas an nombre entier; ce 
qai empêcherait d'avoir pour x' eiy des.nombres entiers. 

Exemples : 

J^m 1^6* 

II. Newton a, te premier, traité cette question et donné 
une ligle [Arithmétique umvenelle , t. H, p. 116-121, delà 
IradDcliondeBeandeux, 1802). 

Enler a élevé des objections contre cette r^le dans son 
mtoioire intitulé : De extraelùme radicum ex quantitaHbui 
irratùmalibtu (Comm. Petrop., XIII , 1731). Le bot du tra- 
vail du célèbre professeur de Turin est de montrer que les 
objections sont fondées et à quoi elles tiennent. 



PENSEES DE D'AXEUBERT 

iwr diveri $ujeti de miUhimatique$. 

I. Sections coniques. La Ibéorie des sections coniqnes doit 
être précédée d'un traité qui contiendra les principes géué- 
raos de l'applicalion de l'algèbre aux lignes courbes. Ces 
An. H MuTBia. VIL ^B 
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principes ^néraiix consisteront : 1° à expliquer comment on 
représente, par une équation, le rapport «les abscisses anx 
ordonnées ; 2° comment la n'sulution de cette équation fait 
connaître le cours de la courbe, ses diOércntcs branches et ses 
asymptotes ; 3° à donner la manière de trouver par le calcul 
différentiel les tangentes , les points de maximum et de mini- 
mum; 4" à enseigner comment on Irouye l'aire des courbes 
par le calcuf intégral; par consi^qucnt ce traité contiendra 
les règles du calcul différenliet et intégral , au moins celles 
qui peuvent être utiles pour abréger un traité des seclicos 
coniques. Quelques géomètres se récrieront peut-être ici sur 
l'emploi que nçus voulons faire de ces calculs dans une 
matière où l'on peut s'en passer , mais nous les renvoyons k 
ce que nous avons dit sur ce sujet au mot Ellipsb. Nous 
y avons fait voir par des exemples combien ces calciiJs tent 
commodes pour abréger les démonstrations et les solutions, 
el ponr rédoire à quelques lignci ce qui autrement occupe- 
rait des volumes. Nous avons donné d'ailleurs aa mot DiffA- 
RENTiBL la métaphysique très-simple cl (rès-lamiaeuse dei 
* nouveaux caleols , et quand on anra tnea expliqué ccUe 
métaphysique , ainsi que celle de l'inQnl géométrique (coy. 
InFWi}, oHiponrra se servir d'in/iniment petit el d'ài>f m pour 
abréger les expressions et les démonstrations (*J. 

II. Ellipse.... Pour démontrer que les parallélognnwnh 
formés autour des deux diamètres conjugués sont égaux, 
imaginez un diamètre infiniment proche d'un des conjugués , 
el ensuite imaginez lo conjugué à ce diamètre infiniment 
proche ; achevez les deux parallélogrammes, ou plutdt le quart 
de CCS parallélogrammes, vous verrez à l'instant, et pour 
ainsi dire à l'œil , par le parallélisme des tangebtcs aux dia- 
mètres conjugnés , que ces deux parallélogrammes inEiaimeot 
proches sont égaux ; leur diflérence , s'il y en avait ,jis poo- 

O GCoiulTUi , B»egelapéiH*, U VU, p. «M, ITIT. 
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vaal fiire qu'iofiaiiuHit petite du second ordre par rapport à 
eax. Donc , etc. 

Pour démonlrcr mainlCDant qno la somme des carrés des 
diamètres conjugués est constante, cooscrTcz la même Ggure, 
appelez a an des demi-diamètres, t/son coojagué, a-\-da le 
demi-diunètre infinimeot proche de a, b — db lo demi-dia- 
gràtre conjogaé ; il faut donc proaTcr que 

or, traçaoldo centre de l'ellipse et des rayons a, b dcnx 
peiilsarc3dccerclex,z, on verra d'abord évidemment que 
les deux quarts d'ellipse renfermés entre les demi-diamcircs 
coajn^és sont égaux, et qu'ainsi aj:=bz; or o^ est à da et 
s est à db, comme le sinus de l'angle des diamètres est au 
cosinas du même angle. Donc x:da:;z:db; donc, puisque 
ax^bz, on aura ada=bdb. ' 

Od objectera peut-être que ces deux démonstrations sont 
tirées de la considération des qnaotités inQniment petites, 
c'est-à-dire d'une géométrie transcendante sapérieurc à celle 
des sections coniques. Je réponds que les principes de celte 
géométrie sont simples et clairs , et qu'ils doivent être pré- 
férés dès qu'ils fournissent le moyen de démontrer plus aisé- 
ment. Eq effet, pourquoi ne mettrait-on pas à la télo d'un 
traitédes sections coniques des principes de calcul différentiel, 
lorsque ces principes simpliOeronl et abrégeront les démons- 
trations? J'ose dire que l'opinion coutraire ne serait qo'im 
fnJfN^mal fondé; ily a cent raisons pour la détrairc, et pas 
une poui*Ia soutenir. Les principes de la géométrie iniinité- 
simaleélanl applicables à tout, on ne saurait les donner trop 
tôt, et il est bien aisé de les expliquer nettement. 

La manière dont nous voions de démontrer l'égalité des 
parallélogrammes circonscrits à l'ellipse, a donné occasiou â 
M. Eoler de chercher les courbes qui peuvent avoir une pro- 
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priétés^Bblable. Mémoire de Berlin, 1715. (Article Ellifss, 
Mt^clopédie, y, i'îbS.) 

Noie. Parlant d'an certain problème d'hydrodynamique . 
Ealer dit : Puisque ce problème a résisté â d'Alembert, la 
solution doit dépasser les bornes de l'esprit humain. Notu 
ToyODsquecet homme hors rang, illoslre ami de Voltaire, 
et , à l'instar de ce paissant génie , dérenseur intrépide de la 
raison et do boa sens , nous voyons qu'il -conseillait il y a pràs 
d'an siècle l'introduction da calcul infinitésimal dans l'eosei'- 
gnemenl élémentaire ; et toutefois , en 1846 , ce calcul , non- 
seulement n'est pas admis, mais est encore superstitieasemeni 
repoussé, à tel point que beaucoup de professeurs ignorent ce 
calcul , que le grand nombre l'oublie, et qu'une clssse entière 
de savants, les médecins et chirurgiens, n'en entendent jamab 
parler et restent ainsi complètement étrangers aax lois dyna- 
miques, qui occupent une places! importante dans le jeo 
des fonctions vitales. L'Université, devenue républicaine, 
modiGera-t-elIe son système d'éducation nationale, si dé- 
fectueux dans la 'partie scientifique, si stérile (*) dans b 
pariie liKéraîre? Je l'espère peu. La commission fonnée 
pour réformer les hantes éludes l'eolreprendrait , qu'elle n'y 
réussirait pas; en France, il est pins facile de changer dix 
formes gouvernementales qu'une seule forme pédagogique. 
Des préjugés mensuellement emargiasout inexpngnables- 



(') Les lingn»! mortel s'tpprennNit en flatnl eonlinnellemeDt lea boni ■■- 
Umi d'un bout à l'aulrs, el en écriianlpen ic'ni la contraire dam Doaeol- 

«m ce»e, lisent peu, et lonjonn ftagmentalre- 

lon Buinsenl ponr Bavoir ralleniiiid , idioine trte- 
( années à re pas apprendre la latin, lan|ao 
eompsraiitement très-facile. C'est que la dirision en classes de )■, 8», S>,etc.> 
eicellente pour donner de l'emploi à un nombreui personnel, sert aacii 1 dé- 
penser le temps de la manière la pins Blàrile du mondr. Rendona firicrs lia 
PrOTidence de ce qu'elle s'est chargée d'apprendre k parler a nos enfants. L1I- 
nivenUi se aérait emparée sans conlesle de celle beaoïine , et ; annil infalDi- 
ïletnent appliqué son ejatéme de cfamt. J'ai la conTiclion qae nM entanli 
aéraient parrenus i l'àgt de dli ans mm savoir parler 
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DISCUSSION 

fwne comque donnée par une équation enveloppe ou aux 
ordonnée» Unéaira de PlQcker (v. p. 10), et implications 
da problèmes sur ht enveloppes des cordes de coniques. 



I. Théorime. SoHpy-]-qx=i (1) l'équalion d'one droite, 
et o/»'+ bpq + cq'+ dp-\- eq -f-/= (2) la relation entre 
petq , cette relation est l'équation enveloppe d'ane coniqne. 

OémonstreUlbn. Posons l'e<)aalion hexanome tn^tnaire 
d'une coaiqoe , y élanl l'aogle.de» axes ; poar qne la droite 
[1) soit tangente à cette conique , et considérant que ^ et q 
sont les Taleurs réciproques des coordonnées à l'origine, on 
doit avoir la relation 
/>>'— 2n/>î+/y*— 2ife>— 2*î+m=0 (3) (t.n,p. 108). 

Or on peut identifier les deox équations (2) et (3) , ce qui 
donne : ' . ' 

J__c / a 2A'__^ 2A_ e ■ 2a_b . 

m""/' m^/' m~~/'' m-~~f m~f '*^' 
c q. f. d. 

II. Problème. Etant- donnée l'éqnq^on enveloppe d'une 
coniqae , tronver l'espèce. 

SoluHon. Soit (2) l'équation enveloppe donnée de la co- 
DÎqne, on a les relations d'identité 

k--mt k*~me -2(W+mB) 

*=-ir-' *==-ïL-' *= — ïL — • 

Sobstitoant , ad tien de k, H, l, t, n leurs valeurs déduites 
dfli relations (4), il vient •• 
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d'où 


16/-L ' 


C=- 


V_4o/-) 
16/"L- 


B=- 




B-- 


»^<= = î^t'* 


-»»/)•-(•■ 


-»c/)(<iv- »«/)] = 


= 


^.K- 


-bdc+cJ-+/lb'- 


to)l 





Cette cipression permet de déterminer l'espèce de U 
coDÎqne. 

1« Si /= , c'est aoe parabole. 

2° Si I4 = et b'— kae pas Dégatif , «iM'S l'éqmtioo (SI 
est décomposable en (acteurs ratioanels , et chacun de on 
fadeurs a ponr enveloppe on point (v- t. l, p. 491)( n 
L, = et W — 4ac-<0, l'équation ne représente rien. Si 
d = e^f=ii' — 4ac = 0* alors l'équation se réduit à oi 
fadeur carré , et l'éqnalioQ représente an point double. 
' 3° 5i/L, est positif } la conique est une h/perbole, et li 
fh, est négatif, c'est une ellipse. 

Obiervalion. Nous avons désigné la fonction par L, , parce 
que sa formation est analogue à celle de ta fonction L dns 
l'équation hexanome ordinaire. 

III. Sil'ODdésigneparfct^lcsÔMrdonnéei du centre, 

ainsi rf/> + ey + 2/= est l'équation enveloppe du centre. 

IV. Problème. Un Tflangle a deux sommets fixes snr une 
conique donnée i le troisième sommet décrit une seconde 
courbe donnée dans le plan de la conique ; celle-ci est conpée 
par les cOIés mobiles du triangle en deux points. Trouver 
Téquation enveloppe do la droiie qui joint les deny pdnls. 

Solution. Désignons par 2r la longueur du cAté du triangle 
inscrit dans la œnique ; prenoM ce cOté pour axe des j: , et 
SCO milieu ponr origine, et une droite de direetîoa qnel- 

C,.;,l,ZDdbyC00g[c 



GOnqae ponr axe des / ; soit F {X , Y) = l'éqnalion de la 
courbe donnée sur laquelle se mrat Je sommet mobile. Un 
calcul Tacile donne pour le sysl6mc des deux côlés mobiles 
da triangle, l'équation suivante : 

qui se vérifie d'ailleurs en Taisant d'atwrd x = X et^ = Y, 
et eosuile eu faisant ^ = , :r ^ d:: r, la conique qui passe 
par les sommets fixes a nécessairement iioe équation de œtta 
forme : 

A/+Bxj'-fx'+D>' — 1^=0;- (2) 

A, B, D sont trois conslanlcs. 

Retranchant l'équation (1) de l'èqnation (2) multipliée pu 
y et Olant da reste le facteur commun , il vient : 

j-(Ay-X'-i-/')+Yx(BÏ-f-2X)+y(DY-2/^}=0i (3) 

le facteur ôté^ correspond k l'équatiou ^ = 0, éqoalion 
da coté fixe , corde commune an triangle et à la conique ; et 
l'étjtaatîon (3) correspond à la seconde corde commune et 
variable ; donnons i celte dernière équation la formo py + 
+ yx= 1, on obtient : 

T(B + D?) + 2X — 2qi^= , (4) 

. T{A. + Dp) — X'— 2pr'Y + t' = 0. (5) 

Éliminant X et Y entre ces deux équations c( l'éqnatioa 
P{X. Y) = 0, on obtient une relation entre pet g, qui est 
l'équation enveloppe cberchéc. 

T. Problème. Mêmes données qu'an problème précédent. 
Trouver la courbe telle que l'enveloppe de la corde mobile 
aoft une conique. 

Solution. On a : 



AY'-X'zhr- _ BY' + 2XY 

Y(2/^_DÏ) ' *~Y(2»^— Dï)' 
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Poor que l'enveloppe soit celle d'une conique, on doit ivfrir ; 

"p'-h ¥î -K?î'+ '^P + «9'/= *> ■' 
mettant à la place de /> et de; leurs valeurs respectives, (o 
parvient à une équation du V degré eu X et T , à laquelle il 
ne manque que des (crmcs en X^ et en X pour être eomplèle. 
Or cite ne renferme que cinq indélermiaées ; clic ne sannit 
d<Hic représenter une courbe quelconque de son espèce. 

VI. Théorime. Mêmes données. Si la ligne donnéeettnne 
droite , l'enveloppe de la corde mobile est une conique. 

Démonstration, Eliminant Y entre les équaUons (4) et (5) , 
il vient, réductions faites : 

X'mA+Tip]—(b+Oqr] + 
+4X/'(Bp— 2Ay— Dpî)44î/^[Aî— B/»]4-f ■[B+Dç]' i ' 
L'axe des ^ 8 jant une direclion quelconque, on peut suppo- 
ser que cette direction est parallèle k celle de la droite don- 
nfe^alorsX est une quantité constante, et l'équation étant 
do second degré en ;> et ^ est l'équation enveloppe d'one 
conique. G. q. f. d. 

ObienMùm. Éliminant X entre ks deux éqnatît»» (4) « 
(5) , il vient cette équation en Y : 

î' [2/'— DY] '+ kpy [2r'~ DY] — SBY? [Sr-— Dî] + 
+ Y'[B*-4A]^2/' = 0. 
La droite donnée devenant parallèle à l'axe des x ; alors Y est 
constant, et cAleéquation devient encore uneéquation enve- 
loppe d'une conique , dont l'espèce est indiquée par le signe 
do terme tout connu. Or l'on a : • ' 

a = b = o et c = (2/'— DY)*(Probl. II)j 
si 2r* — DY = , alors la droite donnée est la polaire de l'ori- 
gine , et l'équation (3) indique que la corde mobile passe coo- 
stammcnt par l'origine ; ce qui est évident â priori. 

VII. rAéor^me. Mêmes données. Si la ligne donnée est une 
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Kconde coniqae ayant avec la première la corde fixe en com- 
mun, l'enveloppe de la corde mobile est une troisième coDiqoe, 
ayant avec la seconde conique deux points de conlact ans 
extrémités de la corde fixe. 

Démorutration. Denx coniques ont loajoors six cordes en 
oomman , analytiques on réelles ; il y eo a toujours an moins 
deax dont les directions sont réelles ; or, ici , les deux coni- 
qaes ayant nne corde fixe réelle en commun, il en existe 
coctH-e une seconde ; la première étant prise pour axe des x, 
dODDOns à l'axe des^ même direction qoe la seconde corde ; 
l'AqualioD de la première conique étant comme dessus, 

Aj-'+ B^ + jf '+ Dj' - 7^+ , 
celle de la seconde coniqae est > 

AT+ ffXY + X'-l- DT — r" = 0. (7) 

Ainsi la seconde corde a pour équation :r(B— B'}+D — D'=0 ; 
les équations (4) et (5) deTleoneut : 

Y(B4-Dç) + 2X=:2yr', 
DpY— B^=:D' + 2/'7'; 

d'où 

^ B'Dj + aDp + BB' ' BDy + SDp-l-BB' * 

Blettant ces valeurs dans l'éqaation (7)', on obtient une rela- 
tion du second degré eairep et q ; donc la corde mobile en- 
veloppe nnffcbniqae. 

Observalion. Cette démonstration n'est pas applicable à 
denx coniques temblables ayant nne corde en commun, parce 
que h seconde corde est sitaée d fin/itii. Toutefois les projec- 
tions centrales de ces courbes semblables ne sont plus sem- 
btebles. Le théorème sidisiste doue pour les projeclions; il 
subsiste donc aussi évidemment pour les courbes projetées. 

VIII. Théorème. Soient denx coniques O et C ayant denx 
points de contact en A et A'; si l'on mène à la conique inté- 
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rieara nne itJigeate reDcontraDt la coofqtie O* en dem 
poînis B etB', le lien (géométrique du point d'intersectim 
iee droites AB, A'B' est une troisième coniqao passant par 
les poÏDis A et A'. 

Démotutration, C'est l'inverse do théorème Yil. 

IX. Soient deaz coniques O et 0' ayant dcaz tangëntel 
communes ; menons nne tangente quelconque à ta conique 0, 
rencontrant les deux tangentes fixes en deux points A cl A'; 
par chacun de ces points on mène une tangente à la coniq&cO'; 
le Itea géométrique de l'Intersection de ces tangentes est one 
conique touchée par les deux tangentes fixes. 

DémomtraUon. Par la théorie des pcdaîres réciproqnes. 
Tra. 



RAPPORT SEGMENTAIRE PROJECTIF SPHERIQDE. 
(fotrt. VI,p. 86.) 

ThioritM. Soit nn Taiscean de grands cercles parlaol dfl 
point A et conpèpar les transversales DCDE... et B'CiyF...) 
formons sar l'arc BCDEF un rapport segmentaire, qui serait 
prajeetif >l les sAgmènts étaient des droites, et fie rapport 
«nlog«erart'arcB'...F...; ^ à chaque segment m sntotilne 
le cosinus de la moitié de ce segment moltiplio*par le siau 
de la BOitié de l'aire du triangle dont ce segment est labase, 
les deui raf^wts sont ^aaz. 

Démonstration. Cette égalité est fondée sur l'éqnatioa 

sîn - cos - 

SinA = — = ; (p. 17) 



( ^A l'aire du triangle sphfriqné ABC. 
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THÉORÈME SUB LE CENTRE DE GRAVITÉ, 
d'apru M. F, tïànm (CrcUe, t. XYIII , p. 176, 183 



I . Zemme. Soimt A et B deux pointe matMels, aetb lenra 
poida, et C leur centre de gravité , P ao troisième point , et 
BOfent menées les droite» PA , PC , PB , oh a 

a JÂ' + b.W = (a -}- &)?? + ^^-ÂB'. 

|I. Lemme. Soient A,, A.... A,; n point matériel }- a^, 
a,... a^ lears poids respectifs j S, le ccnire de gravité de 
A,» A,, et J, le poids; S, lo centre de gravké de A„S,, et^ 
le poids , etc., et enCn S, le centre de gravité de S,^ et A,, 
et f, le poids; déserte que *„ = «,+«, + ■■■'>,. D'un point 
quiconque V^ menons les droites PA,, PA,... PA,, PS,, 
PS,...PS,|Onaara: 

â^A,'+a.PA.'+. ..a„PA„'= ^:±Âx'+ 

Ct lonma est ada conséqaence da précédent. 

III. Tkèwivkt. Même notation que le lemme précédent. 

Dans qut^ne ordre qu'on combine les poids succesrir»* 
ment pour parvenir au centre de gravité $, du système, le 
fécond membre de la précédente équation, moins le do-nier 
terme , est nne quantité constante. 

iMtnonilrofùm. Sapposons que le point P coïncide avec le 
point S,, alors PS. devient nul et le premier membre de 
l'équatiOD (1) donne la quantité constante 
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doDC, etc. 
CoroWaire. Valsant a, =îfl.=a,...=a,=l, il vient: 

IV. rWor^me. SoU2,"ap.(PApy=E; zap.àq.A^f =Qi 
petq ont toates les valeurs prises dans la saite 1 , 3, 3... » ; 
ApAq est la droite qni rënnit Ap à A,; on a ■ 

[vPs.r=.j;-Q. M 

DémotutrMion. Plaçons le point P snccessiTement en A,, 
A.... A„ l'éqnatioD donne : 

fl,A,A.'4-...a.A.A„"=a,S,A;+a.S.A.'+...a.S,A.+ï.A^,', 
<ï^,A;+...fl.A^,'=a.S,A;+a.SA' +*,A^-'. 

«,A.A,'+...o^A,A^'=<ï,S,A.' -|-»«A.S,'i 

muUipliant la première éqoalion par a„ la seconde par 
a,, etc., il vient, conformément à la nolalion t 

d'où l'on déduit l'éqaalion (2). 

Observation. An moyen de cette formule , on déduit les dis- 
tances du centre de gravité à trois pointa da système, en 
fonction de données da système. Cette formnle a été démon- 
trée analyliquemcut par Lagrange, Tkédru des fonctiotu, 
p. 362, et Mécanique analytique, 1. 1, seci. m, {20; et par 
Laplace, Mécanique céleste , t. II , chap. m, J.15. 
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TABLEAU 
dt$ signes des lignes trigotwmélriques dans la quatre quor 
âranU de la circonférence , â'!Biprès Henri ( Maurice ) , in- 
géatenr géographe. 



1" quÀii. 


n* QIUDBAÏI. 


m» QDiDRinr. 




+riD« 


iia(i«+o)=;+M>»n 


ïin{aï+a) sina 


sinl3ï+o;=— coM 


-Hm^ci 


OMéc{iï+«)-.+»éc<. 






+ tO*a 


cotCm-«)=-.ioa 


CM(.,+«)«-co« 


C0t[3ï+a)=+iill« 


+licm 


i<!c;ifl+o)= cotëca 


téc(.ii+a)=—téc<i 


8écC3ï + o)=+COlA!B 


+UB8- 


Uiig(H+a)^cotfl 


taiiBCaï+a)=+tinga 


hing(3î-f-a)— cott 


+eot> 


COt{H+o>=— tango 


ct.t(a,+«)=+col- 


C0tC3î+«)=-U«Iga 



MOMENTS D'INERTIE 

(f UR are ife cercle et d^une turface sphirique par rapport à un 
point f d'après M, Lcdtatlo. 



1. L'éqnalioD d'an cercle j axes redangolairea , est 
y+jc'-\-p=Of où p est ane ronctioo liDéaîre en x,y. 

Soient k et ^ les coordonnées du point fixe par rapport 
aaqnel on prend ]es momenls d'inertie, et zélant la distance 
d'en point x,^ de la circonférence ao poiot fixe, on a 
z' =: x'+y-^-q , où q cst Que fonction linéaire en :r,^, a, p ; 
et z^ = q — p; posons q — p — O, c'est l'équation d'une 
droite. Désignons par t la pa-pendiculaire abaissée du point 
JTgj' sur cette droite. Or; — p^mi, m est une constante. 
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DoDC a' = m/ , ei /"s'rf» = mjtds ; ds est l'arc élémentùre. 
Désignant la longueur métrique de i'arc par j , et la distance 
de son centre de gravil^ à la droite par T, on aura : 

/(rfj = *T( donc Jz'dt^ms'ï. Cq.f.t. 

fi. Le in«me genre de rfisonnemeal donne le m«mpnt 
d'inertie d'une surface sphérique ; la droite est reniplHâe 
par un plan. 

GRAND CONCOURS DE 18*8. [ymrX. VI, p. ÎW.) 

QUeSIIOflS PROPOSÉES. 



Mathémaliqiut spéciales. 

Soit, dans le plan d'une ellipse donnée , une droite quel- 
conque TS ; par le centre G- de l'ellipse ou mène le dia- 
mètre ACB conjugué à la direction de celle droite, et qm va 
la couper an point O ; on prolonge ensnllela ligne OCd'ane 
longueur OM, telle que In rectangle OGxCM: = CA'. 

On suppose que la droite TS se oieuve de manièro h être 
toujours tangente à une courbe donnée, et l'on demande 
quelle sera la courbe décrite par le point H? 

Matkématique$ élémmtmret. 

Soient donoées dans le plan d'un cercle deux droites paral- 
lèles / et P. Par un point M pris sur l'une , oo méoe deux 
tangentes an cercle qui déterminent sur l'aDlre on seg- 
ment AB; on joint le point M au point t, milieu de ce seg- 
ibenl , et l'on demande de démontrer que toutes les dnrites, 
telles que MI , vont concourir en un même point. 
'Note. Les études ont souffert de fréquentes interruplioni, 
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c'est probablement ce qni a dicté le choix de si facilei qnqs- 
ticms. Mais pourquoi la question élémentaire est-elle compa- 
rativement la plus difficile? 

MÉMOIRE DE M. JACOBl 
»ttr fétiminatùm. (Suite ) (^oirp. 17.) 



Poar les dîTersn valoars de r, il existe entre les ftnctions 
stnltiplicalrices Mr , Nr dlveiyes relations qae nom alitais 
eiamiDcr. 

Considérons d'abord les fonctions mnltiplicatrices Mr, Nr 
dans lesquelles r^n—2i ilsoit des équations (20), en omet- 
tant les termes qui se détruisent : 

— (xMr — Mr+j) = A r[K^+ *»^*^+ . . . . + é, jr) — 
— (Ar+A + Arrti. + .... + Ah»&J. 
Mais les équations (19) donnent : 

Ar*, + Ah-.&, + Ar4.ï6.+ .... + Ar+A = 0. 

Donc 

_{x>Ir— MrH) = Ar(6„a:"+Viiï^+...fr^+M=A*^. 
on trouve de la même manière : 

j:Nr-Nr-, = Ar/(.r). 

Soit maintenait r^ni si, dans Ibs équations (23) , à la 
place de 2n — r — i , on met snccessirement ret r-\-i , il 
vient, toute réduction faite ■' 

— {xKr — Mrf ,) = Ar(io + b,X + .... + b,_^') — 
— (Ar-ifr^ + Ar-ib^ + &ti^-)x. 
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Or les éqaalloos (19) doDnent : 

d'oà , comme d-dessos , 

-(j:M,-MH-.) = AM^)i 

et de même , 

J.Nr-Nr+. = Ar/Cx). 

Posou enfin r = n— 1 dans {20)etr=R dans (33), M 
trouve : 

— (j7M^— M^=ft.A^+ 

+x(b^^+b, A^+ô,A^+fi,A,+. . ..+b,k^ , 
+*'(*.A,^+*,A„+ù,A^+6,A^+fr, A„+. .. .+6,4^, 

j;"~'C&--. A»-,+. . ..+''.A,+i^A„+ft,AJ, 

et & l'aide des équations (9), 

-(xM^-MJ = A„T(^)i 
et de la mémo manière, 

^N^-NK = A_/(^)i 
d'oà il résulte que r désignant un de» nombre* 0, 1, S, 3.... 
2r — 3, OD a : 

-(;cMf-Mr+i)=A,fX; ^K,— Kr+i=Àr/{J?). (27) 
Des équations (27) on déduit : 

— (a:"Mr— x—M^) = Ar^— ?(j:), 

— (x"-'Mrfi— x"-'Mrrt) = ArftX"-'<p(jr), 
— (x~"M'r+«— J;"'^Mrt-ï) = Ar+ax""'?(J:). 



— (xMr+»-|— MHti.) = Ar+m-l7(x). 

On lire de (27) des équations analogues co N. 
Effectuant l'addition , il vient : 
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-<j-Mr-M,„)=(4,j— +Art.,x~+...+An,iu)fW | 
J;-N, - Nrti = (Arf— + Arti^c— + ....+ Art», p' 
Soit) par exemple, r=Oi maan — 1, oa aura : 

(x--M,-M,„)=(A,,^""+A.,r"-+A.J--'+, . ..+A^t(x) 1 

X— ».-N„=(A,,x~+A^— >+A.J"-'+....+A_J/Wr 
Ensaite , les éqnations (27) donnent i 

-(j:M,— »!,+,)= 4,tW 1 — (A;MH-,-MrM)=Art,»(*) 1 

et de même pour Nr; l'on en tii^ -. 

Ac+iJtMr ^ (A,+, + A^r)Mrti + A,Mf+, = , ) 
A,+,j;Nr-(Ari.,+ A^)N,t,+A,N,t»=:0. i' ' 

Enfin, comme Mr/(j:)+M,f(*)=Lr'i M4/ï:cH'N,T(ii:) = 
= La:', on a i 

M,N.-H,Nr=iKN.-»'N,)= i(j:'M,-«^) i (811 

d'où, de (27) , (28), (29) , l'on déduit , 

Mr+iN. — M,N„.. = LArt-ri P") 

M,,^,-M,N,^. = l(A^x«— +A,t,:r'^~+....l j 

.... +Ar4«.ix')i J 

M„N.— MJ»„=I,(A,:c— ■+A,«-'^"+....+ A_J. (341 

XI. 

AyadlcalÉDlôlcsexpressioosdela forme arbt^àfir , il est 
facile de trooTcr par des additions successives les expressions 
mr ou les coelGcienIs ar^ ; les expressions arb, — ajir, tvxr 
étant del nombres de la suile 0, 1 , 2... n , aoal 

..-""■+'' 



Eq effet , OD lire des équations (1) : 

mr-i—xmT = ar^x) — br/{x) i (35) 

Taisant r=0 clr = n,cl rejetant tes expressions m_,, m„ 
fl vient: 

— xmo ^■- rtoy(j-) — 6(0 J"(x) ; (36) 

iam. M UiTHla. Vli. 19 
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Posons pour abréger («rt,) — «r*» — «i^f . et soi! ; 






Mrit ensuite 

et désignons par [X(>r1 le produit :>>-, les deuf denkn 
termes étant omis , on aura , d'après (I) : 



(• = [jrpj+u, 



ayant trouvé de cette manière i*,^ , (i,^ , on aura de suite tes 
expressions mêmes m^,m,^....m; les termes manqnuU 
étant suppléés par la Tormule or^ = ïi,r. 

En substituant dans la formule (35) les expressions inr, 
ntr—t I /(x) et flx), et comparant les puissances de x, 11 
vient: 

"r-,,, — ar,t-i = (OrV,) ; (87) 

dans cette fcHmnle, si l'on fait r=n ou r=tû, le terme 

iir,«-i OU ii,w|^ doit être omis. 

CombinaDl avec la formule (35) les deux antres où r est 
augmenté d'une unité et cnstUte de deux unités, et éUmi- 
DaDt/[2') et (f<x) entre les trois équations, il vient : 

Q=(ar+ibr+!d{nif-,—xmr)-{-{ar^br){m,~-j:mri;)-h 1 (jj. 
+ {orbr+i] ("V+i — XtUf^) ( 

L, ,z,;i.,C00g[c 



dans cette fimniile, sir=0, r = n — 2, les tcnnes multi- 
pliés par fn^ , m. doïToat élre rejetés. 

XII. 

(Tntre la relatioD or^ ss a,,r , il doit y aToir encore d'antres 
relations entre ces qoanlités , car ces quantités «r^ sont an 
nombre de n* ou an nombre do ' — ^^^ si nous considérons 

«r^ et cii,r comme les mêmes , et toates dépendent scnlement 
des 2n-|-2 quantités Or, br. Les nombres de ces quantités 
doivent ainsi être diminaés de troà ; car les binômes 
Orbi — a^r , et aussi les quantités or^ qui eu dépendent» ne 
changent pas en remplaçant Or, br par iar-\~tbr, yir-j-t'frr; 
T , I , ■f', 1* désignant da quantités arbitraires entre lesquelles 
existe la relation 7»'— 7'» = l. On voit que trois des quan- 
tités Or , br peuvent être prises arbitrairement ; aussi les 

coefficients «r^ = aj,r au nombre de — — — dépendent seale- 

nent 2n — 1 quantités; ainsi il 7 a entre les quantités 
ar^^af,r des relations au nombre de : 



Un théorème trouTé ci-dessus tient en quelque sorte lien de 
ces relations, laroir que Ar^= Ar4j, et les termes en Ar^ sent 
formés, d'une certaine manière, des quantités sir^; car tontes 
ces quantités sont en même nombre qne les quantités orj et 
dépendent aussi de 2n— 1 qoanlités; mais on pent établir 

des relations encore plus simples entre les quantités or^ que 

celles qui sont données par ce théorème. 
Omettant cen'ains théorèmes ou connus ou qne oousavons 

démontrés aillenrs (voir Mémoire sur deux fonctions hotno- 

fiiui quelconquei, 1. XII), désignons par le type 



byCoog[e 






:^1 



l'agr^UOD de 1.2.3.. .m termes, que doos avons désignée 
ci-dessDs § III , par le type 

ainsi, d'apréi le $ IV, Ml a > 

( 012, ..n—1 f 
Si dans celte expression de L on rejette dans les indices >d- 
périeors 0, 1 , 2... n , et s dans les indices iofériears, ou 
obtient l'expressîcHi Ar,* {voir équations C). 

Le signe de cette expression est déterminé en ce que 
«r^Ar,! doit faire partie de L ^ on aura réciproquement [i«ûr 
tes équations 13 et 13) : 

^ -*l012...n-l I' 
flhns celle expression, si on rejette r datas les indices sopé- 
rieors, et s dans les indices Inférietvs, il Tient : 



mais si on rejette r, r' dans les indices supérieors , et > , f* 
dans les indices inférieurs, en obtient : 



et géDéralement si dans l'expressioo 

I Û12...B— 1 1 
^i OI2...B_l } 

on omet r, r'... r'*"') dans les indices siqiériears, «l <, *'■■' 
ft*") dans les indices iafcriears, on obtient*: 
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SeitBtAHK r, r'.../'^ «t t, $'...sC~'y (oos les nombres , 
1 , 2... n — 1 , écrits dans DD ordre qoelconqae, on anra: 

les expressions de celle forme 

1 r,,'...K-)| ( r,r'...,,-)l 

restent les mêmes; les dcox systèmes d'indices, sapérienr et 

ioférîcur, s'échangent entre eux, cariir^=at,ret Af^=:A«,r. 

' Eosaite comme Ar^ ne change pas , un indice élant aagmenlé 

«I l'autre diminué d'une snilé, il s'ensuit qae l'expression 

( n-„H"*)...K-.) 1 

*| .r),.,-f,...^-) t 

necbangera pas SI tous les indices d'un syslémcélantaugmea- 
tés d'une unité, ceux de l'autre système sont chacun diminués 
d'une unilé ; et pour que celte propriété puisse subsister, il 
Tant que l'indice le plus élevé soit an-dessous de n — 1 , et 
l'indice le moins élevé au-dessus de ; d'où vice versa, dans 
l'expression 

"i «'...(-^ î' 

dans on ^H^M^Wi doit m trouver l'indice n — l , et dans 
l'antre 0. 
Oh «ndut donc de (39) : si r«<xpres8ion 

reoferinedans l'an des système» l'indice n — 1 etdansl'an-- 
Ire 0, elle ne change pas en augmentant d'une unité tons les 
indicea d'os syatène, et diminuant d'une Qullé W indices 
da i'tntre ijfstène i dans ce ca», n — 1 augmenté devient , 
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el diminué devient n — 1 ; on peot représeoler cette pro- 
priété des coefficients ar,i par cette équation : 

Pour déterminer le signe, il faut observer qae l'équa- 
tion (40) doil devenir identiqae cotre les quantités orb, an 
moyen de la formale (37); ainsi, si les termes de l'exprès- 
^on (40) sont : 

+ ''f'+i,»'-i«r"+i,»"-i-.or("-0+i,.(— ■>fi!'o,(».i. 

on en conjecture facilement qa'il fant prendre le signe -|- ri 
m — 1 est pair, elle signe— lorsqaem — 1 est impair. 
Si ni=2, il suit de la formale générale (to) : 

"•-i^Hr,» — o«-l,»'*,i) =ao*r+<.»-l-~"(»,i-i"r+(,«-li C*l) 

ce qa'OD vérifie facilement par la snbstitDtioa dee valeun : 
a«-l.r=«r,«-l =(a«Ar) 
«•,r = "r,ii ^ — («O&r+i) 
«r,« = ar+i,»-l = (aH-A); 

ces HubstitatioDS faites, l'éqnalion (41) devient i 

Ces trois produits étant développés , donnent une identité. 
[La tuUe prochaàummt.) 



THËOHËMË DE STATIQUE. 
VAH ■■ OATAliAH. 



Théorème. La fonction d«i forces , désignée habUttelUmtiU 
^T LX-{-M)[ -{-KZ, représente le sea!tupte de taiommade$ 



i.vCoogIc 



-a»5- 

Utnédra a^anl pour ariUt oppoiia tet ibroita qui repréttn- 
taU m grandeiar et en dirtcHon la force» PjFjP', ... ct$ 
droitet éUmt pritei deux d deux. 

Nommons ^,y, s les coordonnées reclangnlaires da point 

d'appIîcalioD de la force P, et a, p, 7 les angles qne fait avec 

les trois axes la direction de cette force. Noos aorons 

X=SPco8a, Y=EPC09P, Z^ïPcosy, 

L=IP0C087— «COSp), M=SP(«0Sa-<MOS7), 

N=iiP ( jrcos ^— :yco8o) , 

otV=LX+Mî+HZ 

= (SPc08o). ÏP^J'COSï— «COSP) 
+ (EPCOS p) EP(ïCOS a— j: 008 ï) 
+ (SPc08ï) EP(:cC08P— J'COSo). 

D'abord, la partie de V qai se rapporte nniqnement à la 
force P est 

Pttr C087i-XCOS P)COS»+(Jta)S«— Jî C087)COS p 
4-(jC08p— ;yC0So)C08f] j 

quantité nnlle d'elle-méroo. De même pour les parties de 
la fonction V qui proviennent des forces V, P" prises ûo- 
Umtnt. 

Eo second lien , la partie de V qoi résulte de la CMnlnoai- 
M» de denx forces diOérentes P et P* a poor valeor ^ 

PPliy COSy— x'coa P')C0S(x-|-(a'C08a'— x'c087')COSP 

-HycOSp'— y C09 o'}C0S 7] +PP'[tr COS 7— ZC08p)C0S a' 

-KxCOia-<rC087)CCBP'4-(a-COSP— J'COSajCOSy] 

=PP't(j?— y)(cos Pcoay— cosp'co37)+{j'— :y'Xf <*>ï 008a'— 

C0S'f'C0S«)-l-(l — s')(C03aC08p'— COSa'cOSf)] 

Or, i} est facile de reconnaître qne la quantité cotre pa- 
renthèses représente lo produit de la pins coarte distance d 
des droitesP, F* par le sinns de l'angle formé par ces tiroites ; 
donc 

V = lPP'rfsin(P,P'). 
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£uB|i, l'on MÙI que ie tétraèdre qai avnll F, W poor 
néte» ofpoaéei , r pmr Tolams ^ Wd sin (P.P'). L« IMo- 
réme esl donc démontré. 

CobOlliirs. Si dêux syxtimes de forces se font équttibre, la 
êomme des Mraidres construit» sur lei fbreet àv premier si/aUiM, 
prises deux à deux comme arêU» opposées , est iquwalmU à tm 
somme des tétvaédrea conslrmts iuf tet foron du itçond syslime. 

En effet , soieot X, Y, Z, L, M, N le« oomiKiUBtes et les 

moments relatifs aa promier syatônoet el soient \', Y', Z\ L', 

M', N' les mêmes qaantilcs r«|atirwieqt »u second système. 

Les six équatiou d'équilibr» dcTienwnt ici évidemment 

X+X'=0, Y+r^30, Z'+X'=0, 

L+L'=0, M+M'=0, N+N'=0 

Conséquemment, LX+MY-f N/r^L-X'+MT+NT (i). 

ÎVote. Le célèbre mémoire de M. Min^ii^ (V, |>. 185 aa 
bas) est connu depuis longtemps en Franc i il est déjà dlédans 
les Comptes rendus 1833, 2' s., p. 2SS, et en JS37, d'après 
celte mention , par M. Chastes {ffist. des mitkoéei, p. 555); 
mais éerlt en allemand , le conlena esl toujours ineeDBD. Oa 
y trouve le beau tliéorème qu'on Tient de lire : je erob 
mftne que ses 172 équations épuisent toutes les tnterpréts- 
lions qu'on peut déduire des équations d'équilibre. On sait 
que U. MObius a travaillé sur le mente thème , et dans sa 
Statiquoi ouvrage cx-professo , ot dans un ménoiFe sur la 
composilitM) des rotations iaOnimeut petites, inséré dans le 
Journal de Crelle(XyiIl, p. 189, 1838). En voici qnetqHes 
théorémps : 

r Lorsque quatre forces sont ca équilibre, t9Pte droite 
qui rencontre trois des forces rencontre la qwtriètqe^ Cette 
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pvofiiaitioD Ht «(HiBiia : OQ m'a mteie dit qu'elle a ^ pio* 
fiiaét |Nr fd. ilîcbard , dans le cours d'une si hanle initraoa 
Usa qp'i) fait depuis longues années au collège LoisstIst 
O»»* (I)- 

p Lert^'OD doqne ud nombre de droilci plus grand %aê 
mxy U 8^1 toujouri peoelble de trouver das forces , lesquelln 
agîiaatl sniTaBl cea droit» se rassenl équilibre ; lorsque la 
nombre d^dreitea est moindre que sii, il faut cwlaÎBCBeans 
ditiene. 

i* Loraqu'on aorps pent se mouvoir aniouv de lix axes 
JnfUfmtdqnit , 11 ppal prendre un déplacement quelconqBa, 
s'flsttji-dlra taurnav autour d'uu axe qudconqae. 

4a Ob peut tonjeufa décomposer nue forée eU sixdirpotiew 
données par les aréics d'an tétraèdre. 

5° Étant donnés les corps A,, A„ A, A„; les corps A, 

et A, peuvent tourner autour d'un axe fixe commun ; les 

(-) CelUga LouU-U-GtiiiuI , sujourd'hol Lycée Ùticartei. Lorsqa'une inMi- 
IoUmi a leqati loui un certain nom una cèlebrilé Eùculaire, ce Data derlanl 
DD lilredt propriété que «loiveot ropscler caiu Qui, B'adbéranl pai aax doc- 
trla» du bagne, respeclenl la propcJelc. En géniïral ehinger *an> néceisUé lei 
Bonu dn tdiQcM, dei lieui public», e<l no acie barbare, anli-blslorique, Ah- 
IraiMDt la chaîne dei iradilloni du passé, sani opporler aucune giranlie pour 
raieoir-ffiAif nft ntla notmin, dit l'Bi:clêiia9le;co ijui esl lurioul vrai i.n (ail ds 
raliei. Ce bouleierKmenl de nomenclalure èlail ausil la manie de noire pre- 
niéra Eépublique,cequi ne l'a paa empéc^héa d'avoir une eiiilence éphémère et 
de mourir par tulhamatiatu sous les eiieinlei d'un soldat corse. Pourquoi ciiaii- 
ger le mot [ran^aii co1lé;fe, si connu, si populaire, contre te mot pédantasfm 
Ifrft, qui n'a pis même le mérite de l'eiactitudej car, chei les Greci, la jeu- 
neise était éduijDte dana (et ry"*"^! *' ■) X CR avait <)aiu toutes les citéi, 
tindii que la l^eie n'était pas un collega , mais iin établissement particulier i la 
lillç OlUnea, ef qu'irislota a, rendu célèbre, tout c^mme Lakafpea jelA ip 
l'éclat lur un etabliisemeni de même nomei de même destination à Paris. ITail- 

blicain que l'esprit Bérvila d'imltalion , dUt-on imiter des républicalnii et id ce 
n'eilpaa iqéms le cas, car les lycées sont de création impériale i ils ont succédé, 
non pas aui collèges ro]>aai,maisaui ieoUê «ntralea. instllnlisni émlne mment 
rfptiUlpalaes, tt qp'oD aurait portées i une haute perfection, en renforçant |f 
partie littéraire, qui était trop peu développée. Celte organîsilion présentait 
l'aTanlage d« rendra iinpossibit Mule lutte entra l'ioslructian puhliqtia ci IM 
opinions religieuses. C'est ce que dit l^jcroix dont personne ne conteste la 
Mmpétanee. Dn reste, qa'oa reprenne Ici noms anciena, alnai qnola laill* 
Iwn lani, on g^e l'on conserve les nouveaui, là n'est pas le point importlDl. 
Il laodralt amèllorei les modes d'enseignement , et c'est ce qu'on ne fera pa*. 
Twt pool U taroM , liea pour la tond , c'est notn deiisa. Tn. 
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corps A, et A, aatoar d'nn antre axe fixe commim et tàmi de 
suite jasqa'à A,^ et A.. Sapposons maintenant qa'on rende 
fixe le corps A,, il est évident que A, peat prendre plus de 
positions diverses dans l'espace quo A,; A^ pins que A,; mais 
1a premier corps qui peat prendre nne poiilion qnelconqae 
dans l'espace tout comme s'il éimt libre, c'est le corps A^ el 
d fàrtiori les suivants. Le savant géomètre fait à ce sajet one 
corieose observation. La jambe de l'écrevisse k laquelle «ait 
aUacbées les serres est formée de six pièces liées oitre elles 
ti aa corps par six axes de rotation ; de sorte qne peadant 
qoe le corps se repose, la partie extrême de la jambe est 
entièrement libre. Da reste , le bras de l'homme, depuis l'é- 
panle jnsqn'anx phalanges, présente une construction pres- 
que analogue. 



SOLUTION DE LA QUESTION 189 (p. 2i0), 



Soient r=/(x,^);u=F(x,^);d'oàx=fC«,t);,j'=^.(u,i)i 
(na t 

t/'oFy — /'ïÏ*»)Ct'i*»— ï'«f i) = < , 
/'or étant la dérivée de /{x) par rapport à x , et ainti des 
antres. (M<d>ins.) 

Démotutratio». D'après les relations données , .r et ^ étant 
deux fonctions des variables indépendantes u et f , diOéren- 
lions chacwie des équations t=f{x^y) et «^F(:c,^), 
d'abord par rapport à t, puis par rapport i u, en snivanl la 
règle des fonctions composées , nous aorons ainsi : 
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dx dt"^ dy dt 

dx du djr du 

dPdx dFtfy 

d^'dc'^l^'dî 

dxdu' dydu' 

CD rempbçaot les coefficients différenlioli par les dérivàes et 
otnerrant qne lea relations x=:^u,t), ^ss^u, () donnent 
dx df , dx dr ,, <(r ,, , ._ 

Â=-s="' ■5i;='- 3=+'- â:-*"' '« '"'«' 

équations précédentes se mettront sons la fnnne : 



<=/■«■.+/«■. 


(« 


o=/w.+rrf'. 


w 


O-Prf.+F^', 


(8) 


1 = FV.+Frf.. 


(») 



Multipliant, d'one part (1) et (4), de l'antre (3) fA (S). 
Tiendra : 

=/■«?>'«'- +/'*F'»?'"+'i +/'»I"«t'<4'« + AFi»+''+'-i 

retranchant membre k membre ces denx dernières , et ré- 
duisant , il restera : 

oa eofio 

{/'^»-r,F«)(T'i+'«-T'-4^.)=i- c. q. f. d. 
QoeHe est l'ioterprétation géométrîqœ de ce théorème 
analytique? 
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SOLUTION DE L^ QUESTION 185 (p. 339), 






P H%al II limile <{e la fmptioa conljaDe : 

et Q la limite de la fraction coalinDe ; 

a:b-i-à:c-\-c:d + d'.t+ ..,, 



P(a.+ Q+l) = afQ. 



aq'=t, bl/ = i...i CD inpltiplapt par ^' 'es deax tamtt 
di^ la Traction qui exprime la valeor de P, on anra : 



liar a^', P di-vieiuira i 
P = 



oa miitliplia ki 4e«x M 



1 + 1 

c + à 

,1+.... 

Do mtmf SI liais la [larti'' de celle défais 



/e + ^ 



Li;iz,;i.,C00gIC 



expresstoa de F, od multiplie les deux termes par éhd, on 
trODTera: 



d+l 

.... . , , "'»«''' 

muitipuaBt euore In deai \trmM de ■ ■, , 

al/cd\ on trOQTera : 



o'4 + l 



al/o-\-at/cde 

Qi ooDtmoaot ain» , l'équation de P «e changera eo la aui- 
Tante.- 

P=l;l+i:o+l:a'6-j-l:a6'c-|-l:a'Ac'<i+l;Bi''crfe+... (/>) 
Faisant sur Q les mêmes opérations, il viendra snccessÎTe- 
ment: 

4 1 



lib + alb ' ^'"o'i + l_^ 



7+7. 3+5 

rçr. 

= 1 : <^S+1 : <ii.'c+i : a'tey + i : ab'eit-\-...; 
•aUtilDant cetta Tilear dans (^), en obtiendra ^ 
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r_ 'H-Q 

p(a+Q+l)=o4.Q. o.q.f.4 



HOUVELLE METHODE ANALYTIQUE 

pour la détermination des coordonnée» des foyen et da 
longueur» des axe$ de amiqiue à centre, 

PAB M. PAUK BBBBBT. 



I. On Mit, et l'on peut d'ailleon le démonlrer Eadle- 
ment , qne le carré d'an demî-dîsmëtre qaelconqae d'tuie 
conique à cenlre est égal an prodnil de la corde parallâe 
menée par l'on des foyers, mnllipliée par nn coefficient 

coûtant K=-, d désignant soit le demi-grand axe de l'el- 
lipse, soit le denii-«xe (ransverse de l'hyperbole i or, on penl 
démoDtrar CQ prenant pour ascs des cocH^oonées les deox 
axes priacipaax , que les denx foyers wufa jouissent de cette 
propriété, quelle qne soit d'aillears la valeur arhitravre qne 
l'on donne an coefficient K , pourvu qn'il demeure constant 
C'est précisément cette propriété des foyers qui va doqs 
servir à déterminer par an calcul (rès-BtmpIe les coordoDoéa 
des foyers , et l'équation qui donne les carrés des demi-axes 
en fonction des coefiScients de la courbe dans le cas le plu 
général. 

II. S(HtA^+K^+Cj:'c=P(l)l'éqaati«ideUo 
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rapportée à deox diamètres parallèles aux axes primitib , et 
faisant od angle 7) F=^ raleor qae noas lui rcstitaerons 

dans les résnllats déGDitirs. 

S(Ht a , s l'un des foyers cherché , menons par l'origine nn 
diamètre sous la direction m; soit D la nleor de ce dani- 
diamètre, soit G la longneor de la corde parallèle menée 
par (n, 6), oaaora: 

D' = K.Ci 
or on IroQTe, en faisant momentanément b=C — ma: 

Am'+Bm + C ' 



^^^ ^k'l+OT'-f2TOCOS7XK*AFm'+4BFi»+(B'— 4AC)B>4CF 

égalant ces denx quantités, simplifiant et élevant an carré, 
il Tiendra : 

F'(l + m'+amC087) = 
= K* [« AFm' + 4BFin + (B* — 4 AC) (6 — m«)V+ 4CF] i 

ordonnant celle équation de condition par ra^xx-t i la va- 
riable r» , il Tiendra : 
(ï) m' } K* [4AF + (B' — 4AC)*'] - F" J -f 

-|-2m|K'[2BF— {B- — 4AC)»Ç]— F'cosïJ + 
+ K' { 4CP + (B' — 4 AC)e' I — F- = 0. 

Cette relation (2) devant exister pour toutes les valenrs do m , 
les trois coefficients doivent être nuls séparément ; donc on 
aura les trois équations snivaales ponr déterminer K, a , ( < 
K'[{B" — 4AC)«' + 4AF] =P {a) 

K'[2BF — (B' — 4AC)ae] =FC08-r (à) 

K*[(B*— 4AC)«'-|,*CF] = F'. (c) ' 

Or, en divisant alternativement l'éqnation (a) par cha- 
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cane des équations (b) et (e), el ne perduil pM de Tsefn 
F_ , on retrouve les éqOâlionB (A) et(c} de It pige 4M 

tome II, dont M . Tcrquctu déduit les coordonnée! des fojtn- 
III. SuppûBOn» d'abord que l'on coansisia l'éqmiion ^oi 
donne les carrés des demi-axes prindpaaK de la mari» > 

w'.x"— 4mL.îi — *L'sin'7=0, 
d'où l'on lire , comme on sait : 

Comme on sait (i prtort que E' = — — , l'équation [a] noai 
donnera successiremeut : 

. F 4AFK' L' + 4»nAL.lf 
* ~ mK.' ~ m^K' ~ 

_ 2L[m + 2A(N + V/W-f#7tsinVi 

Mullipliant lès deux termes de la Talear d« «' pir 

N — l/ft'+msinr, 
il Tiendra : 

,_ aLm[W— t^~] — 4mALEjn> 
— m' £in 'y 

w sin 7 m 
mais 6 étant le demi-petit axe de l'ellipse, ou le demi-aie 
non (ransTerse de l'hyperbole^ on a t 



SLr» 



*' = — .[N— t/M'+msin'ïl t 

on anra donc : 

(A, .-=1^ ^. 

m Bin r 
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Comparaot les équations (n) et (r) , on voit qne la proniéry 
est composée en A et a, comme la deuxième l'est en Cet S j on 
aura donc immédiatement : 

m sm 7 
Ce sont les formules données par M. Tcrqncm, t. II, p. 430. 
Ob$€rvalioH. Remarquons que l'équation {,b] donne immé- 



relation qu'emploie aussi M. Tcrqucm, t. IV, p. 376, dans 
unesoluiioD généralisée dcrprg|>lëmc du concours général 
pour l'année 1815. 

IV. Supposons mainIcDant que nous voulions déduire des 
trois équations (a], [b], (c) l'équation dont les racines soient 
les carrés des dcmi-diamètrcs principaux. 

En éliminant « et 6 des équations (a), (b), (c), et rempla- 
çant K* par -T- dans l'équation résultante, nous arrivons asseï 
fadlemenl à l'équation : 

m*a' — 4m.NLa' — 4L'sin'7 = 0i (H) 

donc le carré de l'on des demi-axes principaux a', est racine 
de l'équation : 

7nV — ImNL.z— 4L'sin'7 = 0. (L) 

Il s'agit de prouver qne le carré du second demi - axe est aussi 

radno de la même équation. Or, soit c la distance du foyer 

an centre , on aura : 

6' = a' — c' ; 

or c' = «■ -\-£' + 2^5 cos t ; donc tu la forme des équations 
,(a), (A), (c), nous pourrons trés-facilemcnl obtenir la valeur 
' de c* ; on trouve en effet successivement i 

SF— 4F(A. + C).K' + 4PFcos7K'~2F'co»'7 _ 
"-■ ^T"^ """ 

_ — 4NF.R'+2F'sin> 
~' mK" 

AH.M^AnÉa.Vn. 20 
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KDiplaçint K' et F par lemis valenr» : j- , -: — , ' 

, _ ^ffiNL.a* + 8L' sJD '7 

d'où l'on lire : 



,'-c' = 6' = 



- 4mN La' — 8L'8iii> 



on bien , en ayant égard à la relation (II) : 

4L'sin*7 ,, , ,,, iL'sin *7 
il' = -j-r-^ , d'oa ai = — ^-~. 

Mais le produit des racincfl^o Rquation (L) est aussi ègsl i 

: a' est l'une de ces racines , donc b* est l'afitre 

m* 

■adiie. 

Donc enfin réqaalion aux carrés des demi-azes priodpaax 
d'ana coniqae à centre est bien réqoalioo (L) : 
raV — imNL.% — 4L' sio V= 0. 

T. On pourrait encore chercher las coordonnsM <bi 
foycfs, en s'appoyanl sarcelle propriété dont ils joaissenr,i 
l'exclDsion de (ont aulro point , et qui consiste en ce gue : 

— Si d'un point quelconque M de la polaire d'un fojer F , 
on mène dcox lanseutcs à la coniqae et leur corde de con- 
tact , puis du même point M une perpendiculaire sur la 
cosde des contacts, le pied de cette perpendiculaire sert 
constaroinent le point F lui-même. 

— Cette dernière propriété caracliristique des foyers pent 
servir h mettre racilcmcnt en éridcnce lef condilioas 
DE — 2BF = 0, D'— +AF = F- 4CF, nécessaires poiir 
que l'origine des coordonnées soit un foyer quand les aiai ' 
sont rectangulaires, niai? si les axes dcTicnncut obliques, ta 
mise en évidence des conditions précédentes modîQèes, ne 
peut pins se faire cpnuDodément par cette méthode. 
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aOLUriOl» DE LA QUESTION 181 (t. TII, p. 239), 



On a la A)nnnle (voir (. YI , p. S99] : 

o' + f = (<. + 4)'-«o6(o + i)'- + 

+g£^W(.+tr-- p'^-^"^U v+tr'.., + , 

» n OnJ-4 n ânJ^a >i tt^^* 



dont fe 'coefficient sera ;>, et qui conticodra (a -(-A) k la pre- 
mière puissance. * • 
Actuellement soit a on facteur premier conunan à ti-\-b 



a-i-A' 

±a * 6 'p. 
p-t P-' 

Or, 3 ne peut diriser ni a ' , aib ' , pDlaqn'il diviBeraît 
a en ^i et coniqi« > djvise aj-b, il djvisenit & la fois 
a et fr,ccqiiic3labsardG; donc il divise^. Mai8;> est pre- 
mier, donc a =:p, 
Snppoeona que j>* divis» a'+A',on voit que , ri (a -f- () 
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ne conteasit pas ; — 1 fois j7, lo dernier terme a ^ b ' pla+b) 
ne pourrait pas contenir q Tois le fadeur^. 

Remplaçant b par — b, oxk aura a'-^b', puisque^ est 
impair, et les mâmes considérations s'appliqueront. 



RELATIONS D'IDENTITE 

«t équatùmt fondammtala rtlaliva aux lignei du $eamd «t*- 
yrt{F. I. y^ P' 618) ; théorie des foUùnsriàproqvet. 



* Pour ta ooinmodilé des lectcars, s'il y en a, noos alkm 
transcrire de noareta cps relations : 
7i=aDgledes axcs; sy + ^xy+Cj^ +D^4-E;r+F=0 
foncUonpriQcipale=L=AE'— BDE-|-CD'+F(B<— UC]. 

FanetioM dirivits. 
^=-DE+2BF = — »i^=!!CD— BE=*'i 



Fànction aaxUiain. 

.N=A+C — BC0S7Î 

RttatwMU tCidmUti. 

If—mt = tkh; 2U/ + !imn=z — iSL; k'-mr = Kl; 

W+tn = 2DLiJ/'+*'n=QELin'-(f = 4FL. 
C;-Af+E< + n.F=A/-C(+Di'+/»F=L! 
2Af — Bn+DifrsaC/ — B*i+E*=2L. 
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*' + *"+2M'coS7 = 4NL. 
i'r+i^/+2M'B+m(n' — /f>=*L'Cconiqae8 4 cCDtre). 

On obtient cette relation en mettant dans B' — 4AC, potir 
A,B,C leurs valeurs en fonctions dérivées. 

= — aC« + Bf+Ef = 0. 
(A— C)' + (B— 2AcoSï)(B-2Cc08,)=M' + i»slo'7 = 

_=(A— C)'«ln', + [B— (A + C)cO!rr- 
(2A.r + 8^^+ B )■ — ( SCx+B^.+E )■ = mx» — afcc + (— 

-(^y—ity + e). 

A(2C:c+Br-l- £)■ +C(2Aj' + Bj: + D}' -B[2C;r+B/+E) 
(2A^+Bj:+ D) = L - ni{Ar' +B->T + ce -f Pr+Er+F). 

LXXXII. Tkétréme. Soit nne courbe A, sitnéc dans le plaa 
d'une conique G; Venutloppe des polaires des points do la 
coarboArclaliTcmenlà UcontqocC est la même courbe qae 
le lieu des pCXa des tangentes k la courbe A relatiTement à 
la même conique. 

Dénumttration. Désignons l'cnToloppe des polaires par A', 
st le lien des pAlcs par A" ; soient M et M' deux points de la . 
courbe A, et MT,MT]cs deux tangentes se rcncontrantenT; 
et soit u le p6Ic de MT , et fi' le pdie de M'T ; de sotte qnc [• 
et^' sonldcux poinlsdcUcourbe A", et T est le pAledela 
cordeau' ; M's'approchaotdc M, le point T s'en approche 
également et finitpar se confondreavccM falors f'seconfoDd 
aTecfi «t la corde ^' devient one tangente k la coorbe A" 

DiqilizDdbyCoOgle 
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en [1, et dont M eit alon 1« pôle. Benc j* âpparllfeDt aturi 
i la coarbe A' ; c. q. f . d. 

Cêrollairt. Les points M et fi sont liés fst ceité relatlun 
gcoinétrîqae;1a polaire de M est tangente en ,u â la courbe A' 
et ta polaire <le fi est tangente en M à la courbe A ; c'estce qui 
a fait donner aux courbes A et A' le nom de polaires réci' 
pn^s. Ofl déïi^De la conique qui séi<l d'intcftdédlttifc Km 
le nom de Directrice, et les points H et ^ sont dits p(riot* 
wrrt^êndanlêi 

Remarque I. On peut paCrenir aux tnémâi toilclDriads pai 



danis, et F(j:^,z)^0 l'équation rendue homugène de ta 
courbe donnée ; la polaire Un point —, ^' est 

doncy'[2Ay + B^+»î']+-r"[2C:r'+By4-Ei']+ 

+ 2"[D/+E^+2Fï;']=0. • 

■ âif' y" • 

La polaire du point -^ , ^ est ^[2Ar" + Bj:" + Dï"] + 

+ afBGj/'+^/'+Ei"]+t[2Ft'+Dr'-»f-Ex']=0, et le 



nimeot voista est aussi sur celle polaire ; elle e«l (Iom lao- 
goDieà locourbe donnée. 

RemarqM II. Autant la courbe doAnée a depolnta sHiés ft 
l'inSni , autant Ml polaire réciproque a do langent» paaaml 
par te ccnirc de la dircclrice; muis il faut se rappeler que les 
poinlB silués h l'infini sur la même droite ne compleni 41e 
pour an point. * 

AanMTjw ///. Aatant la ooorbe donnée a (tai t 
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■Itaëes à l'infini (branches paralH)liqnes),antanl la polaire 
réciproq&e a de points multiples au centre de la directrice; 
les laDgcDtes parallèles à l'iofini ne comptent que pour âne 
tangente. 

Bemarque ly. A chaque tangente de la conrhe donnée pas- 
sant par le centre de la directrice correspondent deux 
poinlsdcla polaire réciproque situes à Tinfini. Lorsque au- 
cune langenlc ne liasse parle centré, la polaire réciproqoo 
est lOQJours uiie courbe rermée. 

Remarque y. Aux points et aux droites imaginaires ré- 
pondent des polaires et des pôles imaginaires; mais à ane 
ligne réelle correspond une polaire réciproque ruelle, métne 
lorsque la directrice est une ellipse imaginaire. Car, dans 
one telle ellipse , les coordonnées du centre , les directions 
des diamètres conjugués sont réelles , et la construction des 
p6Ies et polaires ne dépend que de ces données. D'ailleurs 
l'équation de la pobire d'uo point ne renferme que les eot^- 
wtOi de l'èqualion de la conique directrice, et ces coeffi- 
cients sont réels, lors même que la conique devient imagi- 
naire. 

RtmBTtjy^ yi. La courbe donnée A étant du degré m sera 
tout au plus de la classe m (nt — 1} ; c'est-à-dire qu'oii pourra 
d'un point donné mener à la courbe au p/us m(m — 1] tau- 
gentes, donc la polaire réciproque peut élre rencontrée par 
une droite au pluj eu m{in — 1) points, elle est donc ou piu« 
de ce 'legrc ; mais elle est toujours de la m*"' classe ; d'après 
le degré, clic pourrait être de la classe m[m—\)[m'—m — 1); 
mais elle descend toujours à la classe m et perd aio« 
m\m — -2) tangentes dans le faisceau issu d'un même poîut. 
M. Pllickcr est le premier, comme nous verrons plus tard , 
qui ait donné une explication complétemeni satisfaisante de ca 
faitsingnlicr. 

Remarqut yil. A un point muUiplt, c'est-è-dire par le- 
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quel passcDt plasicurs branches de la courbe , correspond 
ane langcnlc muUiple , dans la polaire réciproque, c'est-à- 
dire une droite tangente à plusicars branches et vice ctnà. 

Remarque FUI. À nn point conjugué isolé, c'csl-à-dire 
on point réel d'interscclion de deux branches devenues ima- 
ginaires , correspond une polaire réelle, droite conjugnéc 
isolée tangente à des branches imaginaires cl vice vtrsà. 

Semarque IX. A un jwint de rebroussemcnt , c'csl-à-dire 
on point où deux branches de la courbe se tmieheiUi corres- 
pond un point d'ioflcxion dans la polaire réciproque; co 
^et, dans nn point de rebroussemcnt, le point décrivant 
change subitement de direction; donc la tangente doit aussi 
changer suintement de direction dans la polaire réciproque, 
ce qni a lieu aux points d'inflexion. 

LXXXIIT. Historique. De La Hire (Philippe) est le premier 
qui ait énoncé, en 1685, les deux propriétés géométriques 
qui , dans iine conique, lient le pôle à sa polaire et celle-ci à 
son pAle (Scclioncs conicœ in noTcm libros dtstribuitt. 
In-fol-, Paris, 1685, lib. 1 , prop. 26, 27, 29; et lib. 2, 
prop. 23, 24, 26,27). 

Monge, généralisant Icslhéorémcs de De La Hire, et pro- 
bablement sans les connallrc, découvrit, en 1795, les rela- 
tions géométriques qui existent dans les surraces du second 
degré, entre le pôle et le plan polaire et tiee vtrsâ , et aussi 
entre deux droites correspondantes. Il y parvient par des 
considérations graphiques et nullement métriques ( Séances 
des écoles normales, t. II, p. 357, édilon de 1800, la pre- 
mière est de l'an III (1795)). 

Livet et M. Drianchon ont démontré, en 1806, que la sur- 
face réciproque d'une surracc du second degré est encore 
une surface de même degré (Journal de VÉcoîe polytech- 
nique , cahier XI II , 270 et 297 , 1 806 ). 

Cette théorie a été cultivée et augmentée, spédaleidbnt 



bvGoogk' 



— 813 - 
diDS Ica Annales de M. Gcr^nne, oà celte (bcorie oc- 
cape le plus graoït espace. Scrvois a introduit le nom do 
Pôle (T. I, 337, 1810) et M. Cci^noe celui de Polaire 
(111,297,1813). 

Dualité. A (ont théorème sur des points dans one coarbe 
correspond un théorème sar des draUa dans la polaire réci< 
proqne, elvicetersâ; c'est ce qu'on dési;;ne parle moldua' 
liU. Le premier emploi de ce genre et le plus célèbre est 
cdni de M. Brianchon, qui a-trooré le Ihcorème correspon- 
dtnt de l'hexagramme de Pascal ( Journal do l'Ecole poly- 
technique, cahier XIII, 397, 1806). Dcpais, cette dnaiitd 
a rrçii nne grande ciiensïon, surtout par les travaux de 
M Poncelel qui , le premier, s'est servi de la théorio des 
polaires réciproques pour la transformation des relations 
de grandeur métrique et angulaire , dans son Traité de$ 
proprUléê projeciives, publié eu 1822. JM, le célèbre géo- 
mèlrc a élabli la dénomination de polav-ei réciproqua et de 
rfirecfrices, et cna donné la théorie fondamentale (p. I2l)ct 
l'a appliquée à la recherche des propriétés des courbes et des 
tarraces en général, [f^oir Chastes, Hittoire des méthodes, 
p. 219 , et note xxvii , p. 370, 1837.) 

LXXXIV. Problème. Etant données l'équation d'une 
conrbo plane algébrique ei celle de la conique directrice, 
tronrcr l'équation enveloppe de la polaire réciproque. 

Solution. Soit F(j:, ^) = l'équalion de la courho de 
degré m ; et oy-\'^xy+yx'-^3y-\-tJc-\-%=Q, l'équation do la 
conique directrice. Nous dé&ignous de même par les lettres 
grecques A , x, r.\ etc., les fonctions analogues à L, k, k, etc. 
^\ip3r-\-qx= 1 l'équalion d'une tangente à la polaire réci- 
proque ; les coordonnécsdn pAlc de cette droite par rapport à 
h conique sont : 



(T. II, p. 305.) 
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adbstltnant ces valears dans l'équation de la courbe, on ■ 
lléqualion enveloppe cherchée; elle est eapel g de même 
degrë que la proposée; ce qa'oo peut roir d priori. 

Application 1 . La courbe donnée est une conique 1 éqoa- 
litln bcxdnome ordinaire. 

Soila,p*-\-b,q'-\-cjj'-\-d,p-\-e,q-i-J',=zO, l'équation eo- 
Tcioppe de la polaire réciproque ; on.a 
asîAV' — BiV-t-C + DiY— Ex'.+F/", 
i=— aAVH-B((V+.')— 20:v+D()i'«-^')+E|>/— «}f2Fi»', 
<fc=— SAV/— B(*'<— t/)+aCw— »(fï'+)i'')— Et— pï+aQ-^Ff*.', 
/•= Ai^' + Bw' + G»' + Dp*" + Bp>! + Ff<'. 

Oq codclut c et « respectivement de a et i^ en changeanl 
A, b, x,'i. en C,-È,ï:', l'clvire vend. On connaît l'espèce de 
la [mlàire réciproque d'après ce qui a été dit ci-dessus p. 2ïS. 

application 2. Si la directrice est une circonrérence , ajast 
«on centre à l'origine ; prenant Ips axes rectangulaires, t'e- 
qua(iondeccttcdireclriceesi^*+-'^ + S = **''^'*''^P-=~*' 
«=>'-' = v=Oii = l'=— 4ïî on trouve pour équation co- 
rcloppé de la polaire réciproque : 

(A/ + %î + Cî");' — (D/» + %)i: + F = 0. 

L'espéeâ de la polaire dépend du signe de FL {F', p. 376) ; 
ce qai est évident à priori , tar, suivant que le centre de li 
direelKce, qui est ici l'origine, est dans l'intérieur de la 
cenrbe donnée , dessus ou dehors , ta polaire réciproque est 
une ellipse , une parabole ou une hyperbole. 

Mêmes données. - 

jippHcatioti 3. Pour qse t'enveloppe soft un cercle. 
l'Oh dWI avoir, 8**s rectangulaires e'=:*ç/'i d'=ia/; 
de=iiif{,p. 278)( si l'on prend pour directrice un cerde 
décrit d'un Foyer de la conique comme centre , un calcul !■• 
cite fait voir qot l'équniion de l'enveloppe salisiiit aux troii 

C,.;,l,ZDdbyC00g[c 



— SIR — 
coodiUoos , et par coiiaéi]tienl là {«lâire réciproqae est tm 
cercle ; et )a polaire Maproque d'Qn certle pat rapport & on 
mlr* cercle directeur est otlti eonlqan feyant pout tàfe^ te 
centre da cerete dlretlenr, et pont Axe focal la droite 01 
tMalt lea cetitrtt des deux t^cléj. 

( La Mire pracheinmeHl. ) 

COMPOSITiÔJiS ÉCRITES 

4ti lia liria d»iu Itaquelttê on « ptrla^i lt$ emtUdM d 
^£eoifpoiglMhniq1te,4Pari$^mi9^9^r. t.VIj p. 6H) H- 



Première série. 

TWtfrie du lllnlies cl ses applications à U géométrie. 

On doonc ane droite , un point o sur celte droite et dent 
points- A , B hors celte droite ; on mène une snite de couples 
de sécantes AM, B.M qui la coupent en des points G, Ji , tels 
ifutï le produit oC x oD est coostaal ; iroDTer le liea des 
points U. 

Poids spécifiques , instruments propres k les délermihiT. 

Ph)prié(c3 de l'oxygôiic. 

Faire p&sser an cercle par trois points. 
Deuxième térie. 

Méthode des coefficients iadétenninés et sel applItiathiM. 

Lieu des foycrsdesparaboleségalGS inscrites toDlesdans le 
aiéme angle droit (t. Ill , p. 22G et 3âiiJ. 

Baromètre et maehiae pneamalique. 

Propriétés de l'oxygène. , - 

InlerseelioQ d'uae fiptière fit d'un plan. 

(^ KuaiHUan : MH. Bwuaad M HwnlM ; Uttbori d« lomj M S«nM. 
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TiviiUtRe tirie. 
Sîmililade des polyt^oncs et des polyèdres. 
Lieu des projections da sommet d'une cUipse sor tonles ses 
tangentes ; éijaalioo polaire Au lieu (^. p. 23t). 
Formules relatives aux ff^ers des miroirs cl des lentilles. 
Propriétés de l'azote. 

Plus courte distance de deux droites, dont une est paraDile 
k la ligne de terre. 

Quatrième térie. 

Théorie da pla| grand commaD divisenr. 

Équation polaire de la courbe snJrant laquelle se trans- 
Torme la section plane d'un cAne quand on déroule le câns 
sur on plan (t. IV, p. 577). 

Production , propagation et réflexion du son. 

Propriétés do chlore. 

Angle de deux plans, dont un est parallèle à la ligne de 
terre. 

Cinquième iérie. 

Transrormalion des coordonnées. 

Lieu dos sommets des 4riang1cs semblables à un triangle 
donné, dont la base a SCS deux extrémités sur les deux côtés 
d'un angle droit donné et passe en outre par un point donné- 
Inclinaison cl déclinaison do l'aigoille aimantée, èlectro- 
pfaore. 

Propriétés du sourre. 

Plus courte dislance de deux droites , d<»it l'ane est per- 
pendiculaire au plan Terlîcal. • 

Sixième $érie. 

Déterminer les dimensions d'an cène iroAl dont on daane 
le volume et la surface convexe. 
• Retondre l'équation : 

*1 + 20j?* — 7*2j: — 8660J: — 32875 » 0. 

Miroirs et lentilles spliériquea. 
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Intervalles mnilcsiix. 

Propriété do carbone. 

Mener par an point donné nno droite paralliilc k deux 
plans donnis , et constrnire la longaeur de la partie de celle 
droite comprise entre le point donné et un troisièmo plan 
donné. 



GRAND CONCOURS DE 1848 (^. p. S86}. 

Queition de mathématiquu tpéciales complétée. 
Il Tant joindre H'éDOncé donné (p. 286], ce qaî suit : 

■ On indiquera la méthode à sulyrc , et l'un en fera l'appli- 
> cation an cas suivant : 

■ L'éqoation de l'ellipse est— + ^=1 ; celle de la courbe 

■ i laqaellc TS demeure tangente , est :r' = 9y {x et y dési- 

■ gnant des coordonnées rectangles relatives aux mêmes 

■ axes). >• * 

Note. Le Dealéronome dit, et l'Ëvangile répète, que 
l'homme ne vit pas seulement de pain (non in tolopane vivat 
homo). Si cca oavragcs s'étaient occupés de sciences exactes ^ 
on y aurait lu sans doute que le malhématicicn ne vit pas 
seulement de géométrie. Pourquoi donc, dans le grand con- 
cours, ne s'enqnière-t-on jamais ni d'arilfamologie, ni de 
Vaiwljse équation nelle , ni des deux trigonométries , ni de 
statique? Est-ce qu'il n'y a plus là matière à questions k la 
portée des élèves? Et même, en fsilde géométrie, pourquoi 
s'en tenir toujours au rez- déchaussée cl condamner z à une 
éternelle nullité 7 An temps des lycées , les compositions em- 
brassaient, les trois dimensions. Dans les collées, on a ôté 
une dimension ; cette amputation semble plus profitable à la 
D'ftla 



i.vGoogIc 



QUESTION D'P:aM£N. 

Lktt j/éomi&ique du centre ifun cercfe tangent ttux tôtéi ttwi 
triangh , imeril ibau une eireonfirenee, 

VAH M. *i>itT»i> KAFOHS. 

titra dD lyate Btaf (altiM da H. ¥B«infI), 



Thiorime. Ua triangle ioscrit dans uq cercle doiué ayant 
on angle ctmslatit, et Ifl Bomimt de ce même angle fixe; le ' 
lien da centFs du oerde qqt loache lu cMés du irlapglfl est 
DB iimaçan da Pascal. (Paul perreL) 

Démotutratùm ('). Équation polaire. Soit C le centre da 
. eeido donné , ABD le triangle inicnt , B l'angle «oulait d 
*n^ le soipoiet fixe. ^ilOlç centre 4'dp cerçle'iqf cf {( , et 
H, H' les points ^e contact de ce cercle are<; loi çâtéa AD. AB] 
menons la droite fiO rencontrant de noaveaa le cer||e damé 
en ^i prenons le diamàlre BOM poar ^xç polaire ; ptiW!>i 
BC==iVî PO=pi pBM = «; BN=f,i AH = AIt' = f; 

BWEsosapcos^B; ADs:2e, menons AN et DN ; les trlan 
gles ABN, DBN donnent: 

Mais AN = DN; faisant la BOiutraetieB «t Arlnat pu 

p,COS-B — c — « = ; 
(') U iMtMW eM prit da TMloir U*n bit* la tfan. 
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or, p,= SRoo$<"i c=BsiQB; 0onc 

<.=:2R{u.-BÎnlB), (1) 

éqDatioi) polaire cherchée. Telle est Aflui réqBation du 
limaçon de Pascal ; on sait qqe celte coQFbe est do genre eon- 
cMdcj 1^ base çsl ici le cercle doané, B \ç point fixe, et 
ON = BN— B0==2RginB est la longiienr fixe, qu'oopoit» 
_ en dedans et au dehors da cercle, [f^oir t. II , p. 2^0.] 

La discussion de la aonrbe ne présente aacDoe djfBcQ^t^ 
la conrbc appartient aussi anx cercles inscrits et ex-inscrils. 
Équation aux coordonnées rectangulaires : 

• (y + j:--2Rx)'- *R'(j'*+j^)»in'iB=.a. 
Oèm-eofion. Lorsqu'on prend l'angle sapplémentaire de B, 
il faut remplacer sin-B par cos-B. 

JVoM. GoBBtniisaot la cercle 7'+(x—2R)*=4R*sln-B et 
abaissant de l'origine des perpendiculaires sur les tangentes , 
les pieds dos perpendiculaires formeat le liinaçon de Pascal 
(t. IV, p. 426); autrenDCut le limaçon de Pascal est la podairt 
de l'origine de ce cercle. Tp- 



QUESTION lyfiKJiMEN 

Srv le mouvement, pour Fadmiasion à f Ecole polyleehmqut 
«il8W{r. t.VI,p. Ml), 



Problime. n conrbes situées dans le mfiroe plan sod( par-: 
courues chaume par un point matériel de masse connue i Q^ 
donne la loi du mouvement de la projection de chacuq de c^ 
points sur une droite ; trouver le lieu géométrique du cintre 
de gravité de ces niasses. 
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j'oAifion. Soiei)tF,=0,F,=O...F,=0(i}lesëqaalioDsdcsn 

courbes données ; mil j:=/;(/) , j:==^^0 ■■■ *-=^,('). ' désignaat 
le tcmiH , les rclalions doQuécs du mbuvemcnt des projco: 
lions des n points matériels des masses m, , m^..m^, éliminant 
j:- entre Ie5équation8F,:=0ctx=/;(0) <"> aura :^=tp,(/;; 
de mamej-=ip,(0." J':=?,(0i ^ et j- étant les coordonnées 
da centre de gravité des masses au bout du temps /, on aura : 

•>l, + m. + ...».J^ = ».,ri') + «.Î.W-F..-»>^.('.'i 
éliminant f , on a la relation cherchée entre x et y. 

Théorème. Un point matériel décrit une conique, de telle 
manière que ses projections sur une droite sont soumises à un 
monTcrocnt uniforme ; dans le même plan , un antre point 
matériel décrit une droite d'un mouvement uniforme j le 
centre de gravité des deus masses décrit ane conique. 

Démotutration. L'abscisse de la droite est une functton 
linéaire entière du temps ; donc l'ordonnée est aussi one telle 
fonction. L'abscisse de lai conique est ano fonction linéaire du 
temps ; donc l'ordouoée do la conique est une fonctioa 
linéaire du temps, plus la racine carrée d'une foncllunde 
second drgré du temps. Ainsi x et^.élanl les coordonnées 
da centre de gravité, on a; j: =/(/); ^ = ?(0 + l'^riiÔ î 
/('} cl <p(0 sont des fonclionsirnéaircs, et <p,(/) une f oncUon da 
second degré ; donc t est une fonction linéaire de j;, et l'on a : 
^=F(j:)4- V/f\C^,oiF(x)estliDéairoet F.Gr) du second 
degré. C. Q. F. D. 

Observation. Dans la question parlicolièro proposée par 
M. Bertrand , la conique est nue parabole, et le centre com- 
mun de gravité devient aussi nne parabole. Lorsque les dcat 
Tilcs|cs des mouTemcnls uniformes sont égales et de sens op- 
posés, la^rabolc que décrit le centre de gravité se change 
eu une droite analytiquement double; éfideat âjrriort. 
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Les sciences malhématiqDes TieoDCot de perdre, araat 
qu'il eûl atteiot trente-quatre ans, on des hommes sor les* 
qaels elles ponraient fonder les [dus belles espérancn. On 
pense qac les lèctears des Nouvelle AnnaUi , qni oat reçn 
le dépôt de plasienn de ses remarquables travaux, verront 
avec an vif intérêt ane notice sor ce qol concerne ce savant 
si éminent et si regrettable. 

Pierre-Lauréat Wantzel, ingénieur des ponts et chaussées, 
répétiteor et examinateur d'admission à l'École poljtech- 
niqne , membre de la Société pbilomaUuqoe , naquit & Paris 
le 5 juin 1814, de M. Frédéric Wantzel, encore existant, et 
de Marie Aldon-Beaalleu, qui a précédé son fils de six mois 
dans la ttunbe. Son père, d'ane famille da banquiers de 
Francfort-BDr-le-Meio , qne les guerres de 1798 avaient 
lAligé de venir chercher l'existence h Paris, s'étaii armé, 
troismoïs avant la naissance de son fils, ponr défendre, dans 
kt rangs de la vieille garde impériale, le territoire envahi 
de sa patrie ad(q)tiTe. Rentré sept ans après dans la vie d- 
vile, où il occupe depuis cette époqae la place de pK^essenr 
de matbànatiqaes appliquées à l'École spéciale du com- 
merce , M. Wantzel père avait retrouvé ta femme et ses en- 
fants i Écouen près Paris, où son beau'pére posséAit une 
propriété. 

D^è la haute intclIigoicG de Laurent Wanizel se révélait. 

Placé cbex l'însUluieur primaire d'Éconen , qui était en même 

temps arpenteur, il montrait, avec une grande mémoire , 

An. H MtnlH. VIL - ' SI ' 
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Dnc merveilleuse aplilade pour les maUiâmaliqaes , dont il 
ItMÎI k* livret «TM ane extrême avidité, il dépasMll bienlât 
son maître , qui recoarait aa petit Wanliel , à peine Agé de 
neuf ans , lorsqu'il avaU t faire quelque arpentage difficile. 

Entré en novembre 1 836 , à douze ans et demi , à l'École 
dei Arta et Métiers de fibàlons, alort dirigée par on gfo- 
mètre bien capable de l'appréder, feu M. Bobilier, il était 
UtaUt Hoeooié ( avril 1887) avec toote l'école, pour one 
léw^ à laquelle m» cwactéra MHiUUr el paMble avdl àt 
ladéloarner d« prendre ««owk pari : aniai élait-a isavit 1» 
premier tap la Ifate 4e réorgaoteation ca octobre soiMaL 
Maia il ne go sentait aoain gc^i pour les travaux i 
pmxipfim loua les élèves de cette école étaient d 
treiuts, et il sollicitait éloqaemment, dans ses lettres à soa 
père, Boe édacation pins sdeotifiqne. 

La eomoanioalion qui fat donnée de cette eorffesfOBdaiK* 
reoarqaabla à H. Lfevfns décida «on entrée , le fi8 aim 
1BS8 , dans l'iBstitalion dont cet bonmo boBorable était (Jtef, 
rne Boocfaerat, à Paris. C'est le même qni , qaaior» aai 
plus tard , lai donna la main de sa fille atnée. Il ae Aargea 
hii-méme d'enseigner les langoes grecqae et Uiioe k son 
nouvel élève qoi n'eu possédait pas les premiers radiments; 
tl, grfcce k ses pateraeUea et habiles leçons , Waatiel , dont 
l'ardearet le courage ont loujoare égalé l'iaidUgence, était 
admis EÎK mois aiffès à eoivre dm daue de secooda im 
collège Charlemsgne. Deux accessit , l'un de vcts latins daos 
eelle claise , l'aolre de version grecque un an après eo rhé- 
torique , témoignent asseï que cetle admission ne fut poiiri 
une attire de faveur. 

Ses pn^és, comme on peut le penser, n'étaient pas moins 
rapides dans les sciences, sous ia savante direction de 
M. Blauciiet, alors r^iéliteur dam l'institutiou lÀevyoB, et 
aujourd'hui iiupeeteur général de l'Universiié. Les soccés 
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leipIusbrilUniStiiiéraivalllirésallal. &,a»si, fcn M. Rejrnaud 
le priflj CD t8i9, de currigw les épreuves d'uoo Doavelle 
édîliOQ de son Traiié d'arithmitique , et iiitroduisil prédea- 
asmenl, dam ce livre trôs-répiiHlii , une d^onitralion due 
k Wanl»l , alurs igà de qatnia ana , d'uQ lemrae lar lequel 
toBt le ntoude sa boHit depaii tongtanps dans la pratique 
do l'exUractioB de la raciue carrée, mais qai n'atalt pas en- 
cM-e été démontré. 

Élève de philaaophio en 1831, il ebleaajl , cette aanée , l« ' 
premier prix de dîaiertatioa françaîte aa cotise Cbarlemagne 
et le deuxième prix do diuerlaliOD Isline an concours gàné- 
r»l dea coUégei de Paris ( ut, l'aiioée aaivanla, il remporlalt 
u concoors général, comma à son collège, les premlen prit 
de nwlhèviatiqaefl ^>éciales et de physique. A la m«mc ^pO' 
que (1833) il était reçu, à dix-huil ana, le premier A l'Érote 
polytechnique et le premier à l'École normale (aeclibo de* 
sdcncoi}, double soccèa isconnu jusqu'à lai. , 

i£ Bouveair da aon passage par l'École p(Af technique %'j 
rat conservé pa;- une glorieuse tra^iliun , lant ftit gtiiridd 
l'impression qu'y laissèrent la supériorité de aoa esjH*!! el hi 
Doblease , la francbige , U bienveillaiice do son caraotére. 

Sorti co 183i, dans les pouls et chaussoes, il Tut envoya 
e» 183& dans les Ardeaiies , «Mome élève en mission , ci en 
1S3S dtap le Bcrrj. Mais , après sa dernière «ooéi tfèeote 
spéciale , il uc voulut plus quitter les spéctrialioHS de léi 
science. Il disait gaiement k sea amis qu'il De ferait qa'dn 
médiocre ingénieur.. Il préférait i'enaeignemenl des tnalbé- 
maiiques, qu'il profesMil longtemps déjà avant de quitter 
les bancs, et qu'il profes&a encore qf Iqnet jours avant fa 
morl. 11 demanda donc, en 1837, un congé indéfini , rcnon 
çant , quoique sans forluno , i tont traitement , et Mm résolu 
à donner sa démisuon si le congé était refusé. Le chef de son 
a(bninistrfttion,M.Legr«Bd, n'eut garile de perdre tmfnrc^l' 
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bomme. Il le chargea , pour ponvoir lai conserver ane putie . 
deses appointemenU, d'analyser quelques ouvrages écrib 
en langue allemande , que iod père lai avait apprise dans 
nue de ses vacances; il lai donna, en mai 1840, le grade 
d'ingénienr, et rattacha A l'École des ponts et chaïuiées à la fin 
de 1844, comme répétiteur da cours de mécanique appliquée. 

Cependant l'École polytechnique rinscriraît, en 1838 
(30 novembre), an nomhrc de ses répétileors d'analjse, et 
il était chargé en 1843, au décès de M, Reynand, des fixâ- 
mes d'admission. 11 faisait le cours de mathématiques spé- 
ciales dans les institutions deM. Massin et de M.Verdot (soc- 
cessearde M.Lievyni), et des interrogations périodiqaei 
dans plusieurs antres. Il suppléait souvent les prolesseon 
de mathématiques et de physique du collège Charlemagne. 
De nombreux élèves venaient chez loi recevoir des lefoos 
particuliàw. 

Sop enseignement, an dire de tons j pOTlaitnn cachet par- 
ticulier de netteté, de fermeté, de lucidité et d'agrément. 
Personne ne savait, av^ plus de douceur et de patience, 
<Atenir de ses auditeurs un silence plus atteottC H était Ion- 
jours ccMDpris, malgré la ra[ridité de son exposition , l'ori- 
ginalité de ses méthodes , et la volubilité de sa parole , dont 
le Ion ne s'élevait jamais. Une objection imjffévne , une diEt 
culte malideiuaBent proposée, était k l'instant résolue: 
aussi ses élèves l'adoraient et le vénéraient. Dans les exa- 
mens, il était devenu en quelque sorte proverbial pour l'im- 
partialité aussi consciencieuse qu'éclairée < si quelques can- 
didats le redoutaient, c'est qu'ils n'étaient pas stui d'eux- 
mêmes, et que l'on s^ait qu'avec lui rien n'était donné an 
hasard. Il se récusait loyalement pour peu qu'il les connAl. 

Dans ses tournées , il examinait dix et douze heures par 
jour, bien que déjà malade. En général , ou peut lui repro- 
dMr d'avoir éti trop rdtelte aux conseils de la prudence et 
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dersinttié. Il IraTaillait ordinaireinent le soir, ne se couchant 
qae bien avanl dans la nuit , lisait ensuite, et ne dormait qac * 
qnelqaes heares d'un somoieil agité, faisant allernaliTemenl 
■bas de café et d'opium ; ne prenant ses repas , josqn'il son 
mariage , qa*^ des heares mal réglées. Il se fiait sans mesure 
k one cODstilntion natarellement très-forte , k laquelle il fai- 
aail braver à plaisir tous les genres d'épreuve. Il en a Iriste- 
meat fait porter la peine à ceux qui pleurent sa fin pré- 
matnrée. 

Noos donnerons plos bas la note k peu près complète de 
tes travaux. Ces travaux sont importants sans doute. Ils 
porteatpresqnetousrempreinledesahautesapérioriléi plo- 
lienrs coosUtnent na vrai s»^ce rendu k la science. Mais, 
disons-le y ils ne sont pourtant pis en rapport avec ce qa'il 
était permis d'attendre de son imagination active , de son ex- 
trême facilité, de ta connaissance étendue et profondedes 
nulbématiqucs pures. On a atlribné celte%orle de mécompte 
h la tonroure métaphysique de «on esprit : je crois qu'il est 
dA platot à rirrégularitë de sa manière de travailler, à l'ex- 
cès des occupations où il s'était engagé, au mouvement con- 
tinoel et pour ainsi dire fébrile de sa pensée , et à l'abdi 
même de sa facilité. Wantzel improvisait plus qu'il n'élabo- 
rait : il ne se donnait probablement pas le loisir ni le calme 
nécessaires pour rester longtemps sur un mémesnjet. Tont 
porte k penser qne s'il eût vécu quelques années encore, il 
eAt modifié ce régime, et qqe, mettant enfin sérieusement 
en œuvre les matériaux accnmnlés, il edl, par des travaux* 
nivie el d'nne hante portée, pris dans le monde savant la [dace 
que lai assignait son génie mathématique. 

Mais, si occupé qu'il fùl , il avait toujours du temps de 
Nste quand il était question d'obliger. Un ami Ini soumel- 
lalt-il une difficulté , on problème, le lendemain ne se pas- 
uit pas sans en recevoir la solution complète , on la preuve 
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irréfragable qoe le problème, mal posé . était sans solution. 

La conrersationde Wantzel était animée, rapide et jamais 
oiaeusp. Un inlerlocateor dont il se crojait compris pourait 
la prolonger à volonté. Il aimait copendani le^silence , et le 
gardait striclemenl plutdt qae de parler pour ne rien dire. Il 
était éminemment cuntr adicteur, mais sans passion , et jamais 
sa contradiction ne désobligeait ; comme clic ne portait point 
Bur des mots , elle tendait , jusque dans ses paradoxes , à 
éclairer, en les soulevant , de nouvelles Taces des questions, 
et on le voyait abandonner sa première opinion an poial 
d'entrer quelquefois, avec bonhomie, dans votre sens autant 
que TOQS-méme. Plein de déférence et d'aménité, c'était un 
de ces bommes rares qui disent tout sans blesser, qui n'ont 
pas le temps de peuser mal de personne et qui , respectant 
tout le monde , sont respectés et aimés de tous. Ses lettre* 
étaient pleines de convenance et de modestie. 

Son érudition variée devenait expansivc lorsqu'on la pro- 
voquait. Passionné pour la musique quoique i peine raasi- 
den , il raisonnait contre-point avec Ips pins savants compo- 
siteara. Il avait étudié avec une sorte d'acbarnemenl , avant 
et après son entrée k l'Écolejwly technique , les philosophes 
■ allemands et écossais de la liu du dernier ^iècle , et lea éclec- 
tiques français du notre ; il avait médité Gœtbe , cl il s'était 
même laissé surprendre par les auteurs modernes des romans 
fhitiçafs dits de mœurs. Ma'ssa haute raison lui faisait sentir 
bfentét le vide des doctrines purement humaines. 
* Oo me saura gré , je pense , de donner quelques détails 
Buf ses sentiments en religion. 

Enfant de chœur à Écouen où s'était faite sa première 
communion, Wautzcl avait conservé une ferveur depiélé 
extraordinaire à l'école de GhAlons et dans la pension de 
M. Lievyns, oii l'instruction religieuse était donnée par 
M. fabbé Berlin , du clergé de St-Paul-Sl-Loius. La moindre 
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laule, quelquefois imaginaire, qu'il croyait avoir à se ro- 
prochcr, (ourmenlait sa conscience scrupuleu'so jusqu'à ce 
qu'il l'eâl soulagée dans le sein de ce charilable directeur, 
qu'il aima lonle sa vie avec tendresse , et auprès duquel il 
TCnail passer ane ou deux heures par jour pendant ses ma- 
tadies. Il continua à pratiquer ostensiblement , ei arec assT- 
dnilé, pendant sa première anoée d'École polytechnique, 
tous les préceptes catholiques, sans s'inquiéter des plaisan- 
teries qu'il bravait , mais qui , suivant son père, ne laissaieot 
pas de le faire soulTrir. Tout à coup , à l'âge d'un peu plus de 
dix-neuf ans, les senlimeols panthéistiqnes et sceptiques, 
jusque-là réprimés , l'emportèrent , et , bienlAt , dans celle 
^oie nouvelle, sa pensée et sa vie ne surent plus s'arrêter. ■.. 
II soutenait, en 1835 , contre M. H"", ingénieur à Charle- 
Tine , des discossious à out^nce ; il ne voyait pIusM. Berlin 
que pour le combattre avec des arguments puisés dans ses 
lectures plus que dans ses' propres idiées. 

A cette période de passion succéda une époque d'indiffé- 
rence. Mais ce dernier état était trop peu dans sa nature 
pour qu'iï pât s'y tenfr. La foi revint en lui h l'époque de 
Son mariage. Le retour fat , quelques moments , complet et 
pratique : il y avait sans doute été préparé par TandîtiôD 
sérieuse, à Notr^Dame , des conférences des PP. Lacordaire 
et de Ravigom i qu'il goàtait beaucoop,- soMoal le second. 

Pins lard, exprimant à M. Berlin son r^ret de se trouver - 
encore si faible et si mal disposé , il venait lui demander des 
messes, et la consécration à la^atnle Vierge des eolanls qui 
loi naissaient. 

Enfin , douze on quinze jours avant sa mort, ayant reo- 
conlré M. l'abbé Berlin, il l'accompagna chez lui, lui dit 
son départ fixé au leodemain pour le Midi , s'occupa longue- 
ment avec loi de sa conscience , et ac recommanda à ses 
iwiéres au saint sacriûce.... Les doutes étaient ditNpés , et 
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tons lei sentiments da jaune âge étaient rerenns dans cet 
esprit mûri par la réHexion et la soniïraace. Son respectable 
ami , le croyant parti , n'alla point le visiler ; il espère tnca 
le revoir dans un meillear séjour. 

Son voj'age en Languedoc n'ent pas lien. Il etU clé inutile. 
Lemalaraittrop profondément déjà, depnisgix mois, miné 
H poitrine. Il ne put pins quitter sa chambre , et il succomba 
le 21 mai 1848 , dans nn moment où un faux espoir renaît 
de renattre dans son entourage. Ses traits, calmes et sereins, 
BOSSilOt recueillis , étaient empreints de douceur et de génie , 
et d'nne beauté inaccoutumée. 

Il était marié depuis le 21 février 1842 k la fille , igfe 
à peine de dis-seplans, de son ancien maître M. Lievyng, 
dont la maison est si fiërc de l'avoir en pour élève. Elle loi 
a donné deux GUeg. Une lettre^ aussi naïve que touchante, 
de cette jeune veuve à M. Wanlzcl père , sur son bonbeor 
constant de six années , prouve que celui que nous regrettons 
n'était pas moins doué des qualités qui funt la joie et la paix 
de l'intérieur d'une famille qne de celles qui font le bon ami 
et l'hoiSme utile à la société. Puisse ce faible témoignée 
apporter quelques moments de consolation b la douleur d'une 
telle perte. 

FDBLtClTIOKS DE VATfTZEL. 

Journal de VÉcole polytechnique. 

Cahier XXV, p. 151-157, 1837. Note sur les nombres in- 
commensurables. L'auteur établit pour les incommensurables 
numériques des théorèmes analogues h ceux de AI. Liouville 
sur les incommensurables algébriques. 

Cahier XXVII, p. 85-122, 1839. Membre et expériences 
sur l'écoulement de l'air, déterminé par des différences de 
pression considérables ; par MM. Barré de Saint Venant et 
WantEcl. 
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Joumat de» mathématiques pure» (LioDville). 

Tome II, p. 366-372, 1837. Recherches sur les moyena 
de reconDalIre si bd problème de géométrie peul se résondra 
aTec la règle cl le compas. Il démontre pour la première fois 
rimpossibililé de résoudre giométriqutmml la dapHcation da 
cobe, la trisection de l'angle, etc. Depuis, M. Slarm a sim- 
plifié ce genre de démonslraEion , mais il n'y a rien de publié. 

Tome ir, p. 185-188 , 1839. Lettre à M. LiODviUe sor la 
détermination de la fignre d'éqnilibre d'nne masse fluide en 
rotation et wamise i des forces attractives. Le bat est de ren- 
dre rigoareuse la seconde méthode de Laplace relative k cette 
question. 

Complet rendui de l'j4cadémie. 

S'sem. 184Sf,p, 733. Remarques à l'occasion d'un mémoire 
de M. Maurice sar l'inTariabilité des grands axes. 

2* sera. 1843,*p. 1140. Nouvelles expériences sur l'écoo- 
tement de l'air déterminé par des différences de pressiou con- 
sidérables (conjointement avec M. de Saint- Venant). 

Ibid., p. 1191. Mémoire snr l'intégration des équations 
différentielles linéaires au moyen des intégrales définies. L'au- 
teur applique aux équations diffi^rentielles nne'mélhode dont 
Laplace s'est servi pour les équations aux différences finies. 

l«8em. 1844, p. 1197(24 juin). Note sur l'intégration des 
équations de la courbe élastique à double courbure. Dans 
celte note remarqoabta , ouvrage de quelques heures , il 
simplifie et complète la solution de TA. Binf t , dont on ex- 
trait venait de parattrc (Comptes rendus, 17 juin, p. 1115. 
Voyez aussi 1" jnilltl , 2* sém., p. I). (^mme conséquence, 
Wantiel a montré pour la première fuis , dans une commu- 
nication inédite faite à la Société pbilomatbiquc le 2» juin 
(citée par M. de Saint-Venant an compte rendu de l'Aca- 
démie, 15 joillel, p. 148), que la courbe affectée par l'axe 
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d'nne verge él«lli]« prinjUveiiKiit (^tindrHiae « Bollidièe 

par nn couple , csl nécessairement une hélice. 

S* «ein. I8i5, p. 366. Note aur l'écoalement de l'air. 

1" sem. 1847, p. 430. Note sor la théorie des nombres coo- 
pleies à l'occasion da mémoire de M. Lamé sar le IhéorèiDe 
de Fermât. 

1" sem. 1848 , p. 600 (poslbnme). Mémoire sur la théocie 
des diamètres rcclilignes des courbea quelconques. Wantid 
parvient à celle proposition : Les diamètres rectiltgnes d'nne 
même courbe appartiennent à une conique dans laquelle S» 
ccHrespondent aux mêmes cordes, et Torment avec son coo- 
tour des secteurs équivalents. L'antenr indique aussi le 
moyen de former l'éqnalion générale des courbes qui ont a 
diamètres, et même des coDrbea«utres que les coniques qui 
ont on nombre infini de dtaméires rccliligaes- 

SoeiéU pkUomalhiqiu {nouvemt Bmlhtm). 

t< Janvier 1843. Note sur les McbmmeoSDnbles d'otigfM 

algébriqne. 

f t fëvrfe^. Sur la surface dont l'aire est un riiinimam. 

2i lina). Ë^i d'équilibre des lem'pératures dtns nn cylindre 
<fe forme quelconque, obtenu dans chaque cas an moyen de 
divers systèmes dé stirfàccs isothermes. 

l'I ]an?iW isiS. Sur la résolnOon dès ë4)|tititlbns algé- 
briques pnr des rat!îcaai^. 

6 décembre. Dèihonslra'tion purement alg'^briqQc de l'im- 
possibilité d'exprimer les racines d'une équation' àljgébrîque 
par des fonctions transcendantes. 

Ç février 1847. Remarques sur la forine par laquelle 
M. Caachy développe une fonction suTraudaputs^iice delà 
variable. 

20 novembre. Recherches sur les diamètres rectiligoes des 
conrbes. 
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NonvelttÊ JmeUa de mathématique». 

Tom« II, p. 117-127, 1843. Classification des aumbres in- 
commeDsnrables d'origine algébrique. 

Tome III, p. 3S5-339, 1S44. Note sur les racines com- 
plexes des éqiutioni et sur les facteurs des polynomv algé- 
briqaea. 

Tome IV, 57-65, 1845. De l'ia^MMribilité de résoQdrc 
lODtes les équations algébriques avec des radicanx, 

Ou espère trouTer dans ses papiers d'antres trayaox , edtre 
autres la commuaication inédite, faite k la Société pbUoBia- 
Ibique , de la sommattoa d'une class&de séries , par le calell 
des résidus. SiinT-Vm'rn'. 



THEOREME DE GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. 
PA& M. OlSlUI ItÔHirtT. 



Le tbéorèiue de M. Serret, dont J'ai donilé otfedémons- 
Iralion analytique dans le tome précédent de ce Journal, 
n'est qa'un cas particulier d'an Ihéurème relatif à lonlcs les 
surfaces gauches du second degré-, et qui s'ênoncc ainsi i 

> Dans toute surface gauche du second degré, la somme 

■ des distances des diOërents points d'une même ligne de 

■ cuurb«re k une trajectoire orthog<Hiaie quelconque des gé- 

■ oéralrices reclilignes du premier système et à use trajee- 

■ ioirc orthogonale quelconque des générab-ices rectitigoM 

■ du second système , a constantmest la même valeur. ■ 
La dénioastralion de ce dernier théorème est d'aiHenrg 

d'une extrême facilité. Soit, en effet, AmB use ligne de 
courbure d'uo bypcrbololde oa d'un paraboli^de' gauche, 
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CD ane tnjectolre orthogonale des geoéntricei rectiligMi 
da premier système , et G,D, ane trsjecloire ortbogcwaleda 
génératrices rectiligoes da second système. Prcfkoos sar AmB 
deax points inSnimeat voisins m.et m', et menons les géné- 
ratrices rectilignes mn, mn„m'n', m'n',, qui répondent i CCI 
points , il faut prouver qae 

mn -f- mn, = m'n'-\- m'n',. 
Or, prmons sur rim' une longueur n'j/ égale i mn , et sor 
mn, une longaeor n,p, égale à m'n',, pois joignons m// et 
m'p,t les deux triangles mm'// et mm'p, seront éganx, 
comme rectangles et ayant mm' commun et l'angle miifp 
égala l'angle m'mp,, paisqae, d'après une propriété bien 
oonnae , la ligne de coorbare fait en cbaqae point desaogfas 
^nx avec les génératrices rectilignes qui j pioait ; de Ift 

résnlle: 

m'p' ^ mp, , 
et par satte : 

mn -|- mn, = rriti-^ m'n',, C. Q. P. D 



SUR LES NORMALES AUX CONIQUES. 
PAK X. CATAI.AK. 



Parmi les diBérentes méthodes que l'on peut emiriofcr 
poor mener, d'un point donné , une normale k tme conique 
donnée, il en est nne qni exige sealement l'emploi de la règU 
et du compas. Cetle méthode, trop peu conone, a été indi- 
quée, il y a cent toixante~dix ans, par de la Hire, célttro 
géomètre français (']. J'ai cru faire nnecbose utile en la r^ 
produisant avec quelques à 
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1. SapposODS qoe la coniqae soit ane ellipse > les nor- 
malevabaiwéessarcettecoDrbepBronpoiDt (,p,q) pris dans 
•OQ plan seront délerminéei par les équations 

a"ï"+iTt = o*t% (1) 

«•XY — fl>Y + b'qX = ; (S) 

lesqnellea dmment, par l'élimination de 1 1 

X*-2^>>+^{^>-+6V-c*)X'+2^pX-^i»'-0. (3) 

S. A6d de constraire les racines de cette équation, es- 
lajons de combiner l'ellipse donnée avec na cercle. 
L'éqnatim de ce cercle sera t 

(x-<.)'+Cr-p)' = R", (4) 

et ri Ton cberdie les abscisses des points d'intersection de ces 
denz courbes, on trouvera qo'eUes sont roorniee pa^l'éqna- 
tioo 

dans laquelle 

S. Uainteoanl , ponr ramener l'équation (9) à l'éqaation 
(S), posons X= BIX, et Identifions i il Tiendrai 



(5) 



„—£_ 



. 2(a'^'+tr)+c-*'=— rCaV+**î'-C*), 



Ces relations détominent facilement ■, p, R et m. En 
lOet, la premi^ et la troidiine donnent i* = :. 

' M* 

L, ,z,;i.,C00gIC 



Oo lire ensuite de U quatrième , P' = .'„ f - . Puis , *e 
la seconde i * 

Cette formule donne pour m deux valeun rielteif éigaks 
et de lignes conlrairei : oonuoe n est qn rapport, on peot 
convenir de prendra seulement la valeur positive. Alors 






Le centre et le rayon de la circonférence étant connu», li 
l'on conduit cette circonférence , et que l'on multiplie par 
m K-s atiscisscs des poinu communs aux deux courbes , ou 
connaîtra les abscisses des pieds des didèrentes nonnala 
menées k l'ellipse par le ppti)t donné. 

4. Si Ton pose /= ^ , ^=-i, onobtient-. 



^\ ces deriiàres valeurs se constrais^nt assez siB>|ileineaI. 

Snppoêon8(j;>=*î. Alors m=i, 9=^, ^=±—Wp-\-^, 

R' = a*4- ^-hi'- En même temps, les équations (3) el (5) ont 
les mêmes racines ; et par conséquent , ri dans le plan «fiu» 
. ellipie on prend un point Ui fws ses éistoneei aux detix axa 
toiaU m raison intene des grandeur» de ces axes , la pt«b 
des différmtfs nwmales menées à Vellipie par ce point seront 
nbiés sur «ne mtof circonféroMe. 
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Il ae faut pa» oublier qu« le ptiiul Ei>ufaii-a quatre uor- 
imlet , Makateal quand il wra (Un* t'iatérieur de la 4év6- 
iÊfpéi de rellipw , iiqoeUe a pour équation : 

4. &}e fobti M k l'JDierfeetion de cette dAreloppée et de 

c* 
la droite représentée par dp— &o,oD aura ap^bq= . 

As MOf en de cet valears , l'éi|Dation (8} devient > 

H * 1/2 * 

PoBOiu X=-^ï, d'où 2f*— 2<*— 3/'+4t — i=0. 
Celte éqaation e pour racines : * 



x.=x._^ 


> X. 


2K5 


2P^ 




qn'U esl allé 


de s'en assurer 








I. = ï.=- 


\/â' 







Ici. le point donné étant situé bof la développée de 
l'ellipiae, les quatre normales se réduisent à trois; el la 
circonféreitce qui passe par Icars pieds est tangente à l'el> 
lipse au point (X, , Y,). On peul remarquer, de plus , que 
X,+X,+ X, = 0, Y, + ï.+ ï, = 0; par convoquent, le, 
triangle formé par U» pùdt de» troia normaie* a pour centre 
de gravité k rentre de l'etlipxe. 
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7. Les mêmes OHuidératioiu R'applîqaerai«i( ao cas de la 
Donnalfl à l'hyperbole , et plus généralemeat à la conslroc- 
lion des raciocs de l'équation du quatrième de^é. Ainsi , on 
peut ematmire lu racines d'une éqwt&m du qutitrième dagri , 
à Vaidt d'une ellipte ou d'une hyperbole donnée et d'un ctnU. 

8. ReveooDS aa cas de l'ellipse. Aa lien de ^considérer 
l'hyperbole représentée par l'équation (2), on pourrait te 
proposer de consiraire les droites qui passent par les jHeds 
des difléreoles normales, prises deux à deux. Pour cela, 
multiplions l'éqnalioa (1) par un facteur indéterminé X , et 
ajODtoDB k l'équation (2) , nous aurons : 

Xfl'r+ ff'XT + WX'— a'pY + b'gX — Xo'4'= 0, (10) 
équation d'un lieu passant par les pieds des dîQérentes nor- 
males. Cette éqnatioo ^comparée à 

AÏ*+BXT + CX'-|-DY + EX+F = 0, (il) 

dODDC I 

A=Xd', B=c', C=X4*, D=— a>, £=*'?, F=-X<i*i'. 

Or, pour que l'équation (t1) représente le système de 
deux ditMtes concoaranteB , il faut qoc l'on ait 

(BD — 2AE)' = (B'— 4AC) (D*— 4AF) , 
oo AF-f-BT-f-GD'— BDE— 4AGF=0, 

ou eofin 

Telle est la relation à laquelle doit satisfaire le fitcteur X 
pour que l'équatitm (10) représente denz droites. Cette re- 
lation, nécessaire, n'est cependant pas sulBsaDte : il fiint 
encore qne l'on ait B*— 4Ac > o. Or, il est facile de recon- 
naître que les racines réelles de l'éqnation (12) sont comprises 



entre +- 



aab' 



by Google 



— S37 — 
on, d'aprte les valeurs de A, B, C, B'— iAG>0. Ilest 
d(Mic cerlain qno ebaqae nlear réelle de 1 , tirée de l'équa- 
tion (13) , foornira un système ,de droites concourantes pas- 
sant par les pieds des normales menées da point donné & 
relljpse donnée. 

9. Si t'équaliOD (12) a s^ trois racines réelles , il y aara 
trois systèmes de droites passant par les pieds des normales ; 
c'csl-à-dire que ces droilos f<n-meront on qoadt-ilalére com- 
plet avec ses deux diagonales, et qu'il y aura quatre nor- 
males, etc. 

iO. La condition de réalité des trots racines de l'équalioo 
(13) est ) 

{a'p'+ b'g'~ cf)*+ 27a*bVp'q'< »• (*3) 

Pour tons les points situés intérieurement à la développée 
de l'ellipse , on a : 

(«p)V{tî)^<c'î 
d'où , en élevant les denz membres à la troisième puissance i 

ay-\-b'q'-c'-\-3labpqfUap)'-\-(bqf-i<0; " 

et , è fins ferle raison : 

ay+ t,y—e*-{- 3(aipy)V< ; 

condition qui rentre dans (1 3). Donc cette dernière exprime 
que, par tontpoiolintériearàla développée de l'ellipse, on 
pourra mener quatre normales k cette courbe, etc. 

1 1 . Remarquons euQn qno ce qui précède donne le moyen 
do ramener la résolution de l'équation da quatrième dogréi 
celle d'âne équatit») du troisième. 



Anh. h M^iutm. VU. 
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SECONDE SOLUTION DE i^ QUESTK»! 18» (p. 898), 



»AK M. xmmMAtM, 



Soient *=/(«, j-); y — F{«,^)i d'où x = f(u,ii; 

ft est la dérivée de/(x} par rapport à a?, et dati dct 
aalrea. (IfObiaa ] 

L'élément dUKreitliel lUda, traDsformé en x et y, àe- 
yieal,coiDau!y<mB»U,{/'aF\-:fgF'a)tixtfy; et de même, 
si l'on veut revenir de celte dernière expression anx va- 
riables primitifs f et u, il Ikodra sabetitaer pour dxdy, 
f'ti'tà — f'u'^'ùdudt ; d'oà il l'eniait évidepiBieat que 

(/'«F',-/'^,)(f'^^'«-¥•+'() = ï. C^Q.F.D. . 
Note. M. Loxhay (deBmxelles) a adressé une solnlion 
entièrement cODforspe à celle do M. Murent (p. 298). 



CONCOURS D'AGREGATION EN 18*8 (f^. 1. VI, p. 3S9). 



r Parmi tontes les courbes planes de longueur donnée 
aboutissant k deux pointa donnés, déterminer cc-lle qui a le 
plus grand moment d'inertie par rapport Ji la droite qui juini 
les deux puiaisj évaluer l'aire comprise eolre celle drinle et 
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— sa- 
la courbe, cl la surra:o t)uo la coqrba rngi'iulre en Ipur- 
naot autour Je la mÉate droite. 

S* E&tiliquer brîàveuwnl la méUiodG par laquelle oo rcad 
nwximm dg miaiaium une iatégralâ définie quaod une 
antK ip^Agr«lc dcSof^ doit avoir une valeur donna». 

Compoiifùm de mietmiqtu. 
Un cjUndre droit k base circalaire, de matière hétëro- 
gtae, mais dont tous les puintt situés sur une même droite 
parallèle ii l'axe ont la même densité et dont le centre de gra- 
vite Ml bon de r«e, «st posé sur un plan kfrlniatot sans 
vitesse initiale ; déterminer le mouvement que prend ce corps 
sous l'action de la pesanteur quand on néglige le Trottement, 
et en parUt-alier le moovement da centre de gravité et celui 
d'uu pwnt quelconque du rayon du cylindre qui passe par en 

cealMn- 

ÇmvMHvm Aàjnm (P^Mmim. 

MAI- Çûurqot, ii^pceleur général da l'Uuiveïsitèi 

Sturm, membre de l'Académie des sciences; 

Vriott processeur à la faculté de Lyon ; 

Caxatés, inspecteur général de l'Upivcrtité; 

Apiiol, profesKor «a lycée ASoi^e. 
AU». Pour la prenîAre question, un ne saurait tn^ iq- 
sUrinmenl recomniandu' aux jeunes {«ofeaseurs l'étudo d'uu 
cbef-d'«auvrfl d'Enter, intitulé : Jli«tho4u» invmdtivH AfW» 
mnat wwxim muMUM proprialaH gaudtnkt, eio. , Uvt- 
zanne, 1744, ia4°. C'est l'exposition géomUriqua la plus 
lucide da calcul des variationa. M. Coniuot a traité la ques- 
tion de mécanique avec beaucoup d'éieudue et de généralité ^ 
malbenrenscment ce mémuiro, consigné dans le Journal do 
Crelle, n'est pas répandu en France. Nous engageoM aassi 
à'iîrela belle thèse de M. Briot, où les théorèmes ptUorv»- 

O Stea «oUodu qot la «flladra loucha le pl«n f*r «h artM. 
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quel de mécanfqae de M. PotoiolsoDt dimonCrès analjlï- 
qucmenl. (Lioarille, t. VT, p. 70-84, 1841.) 

Ijc savant travail qae M. Bertrand vient de présenter à 
l'Académie [C. R. août) appellera sans donte l'dltenlion sur 
le cas où le corps est en mouTement sor une si^rrace elle- 
méme en mouvement; seul cas réeU^nent existant , puisque 
la terre est en mouvement. 



SOLUTION DE LA. QUESTION 188 (p. i¥», 



(flj,+ay4-aV+(*x-f-*>+*"«)'+(«J:-K>-K*)'='''- 
Les axes étant rectangalaires , ces detix éqtiaticms sont odks 
de deux ellipsoïdes égaux. (Jacobi.) 
Je remarque d'abord que la deuxième équation se déduit de 
- la première , eu permutant b, c, a', &, a" et b" respectire- 
meal en a\ a", b, ^', c et tf. Maintenant, puisque ces deni 
équations ne contiennent pas de termes da premier degré, 
les surraces ont chacune le centre h l'origine j or on sait 
(voyei Lefébure de Fourcy, Géontétrie muUyfique, n* €93) 
que poor de telleséquations tes longueurs des axes Kot 

données par --, X étant déterminé par l'éqoation ; 
|/x 

)i» + Li* + lH + N = 0. W 

En cakolant les coefficients pour la première équation , il 
vient: 

o'+fl"+a"'+f+£r''+£.'"+c'+c"-t-c^ 
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Ja^bi'+at^bl/'+^^'ù'b"-i-aa'cc'+aa'et^'+a'a"(fc"+beb'<f-i-beb't^'^-bVb"e'') 



et l'équation (<>) dericnt -. 

^, / a'+a!-+^-^b^-{.b-+b"*+^+<f'+tf \, ^ 

i.aa'W-^w'W'-^ti'yW+at£ctf+ad'c<^'-^i£^'<fif'-¥bcff<^-vbelf'e'-^dhf'é\ 

[tf[yc"-yg>|-fl'tftc"-fc"e)+a"(frc'-A'c)]' _^ 

En faisant les permntatîons annoncées pour passer i la 
deoxiëme snrrace, l'éqnation [a') ne subit aocnn changement ; 
donc les deox sorraces ont les mêmes aies. De plus, l'équa- 
lim (>'} n'a que des variations, et puisqu'elle a toutes ses 
racines réelles, d'après la r&gle do Descaries, elles sont toutes 
les trois positives; donc elle représente nn ellipsoïde, et par- 
lant les deux stirbcea sont des ellipsoïdes égaux. 



DEUX THEOREMES DE STATIQCE DE M. MUBIUS 

{P-. p. 857), 



I. Cne Torce qndoonque pent tonjoors être rem|dacée par 
MX forces appliquées selon les six arêtes d'un tétraèdre. 

Car il y a an plos deux faces auxquelles elle est parallèle. 
Prenons l'une de celles qu'elle rencontre pour base, joïgiMHis 
le point de rencontre au sommet , et menons nn plan suivant 
cette droite et la direction de la force, il conpcra la base 
snivant une antre droite , ce qui donnera deux directions , 
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salvant Icsqnellea on pourra <)to)mposrr la force pir U 
régie do parallf logramme ; la Torce qoi pas^e par le MmnKl 
pourra lo décoinpoaer en trois aalres, selon les trois arCtes, 
par la règle du parallélipipède. Quant à celle qoi cat dam le 
plan de la base , il j anra an plus un dHé de celle base auquel 
elle sera parsltële. Prenons l'on de ceux qu'elle rencontie 
pour baie du Iriangle , joignons le point de rencontre an 
•otBiMt, nous pourrons louj<wr«, par hi refile du panM- 
l(^rsinme, décomposer la force en denz antres , l'ane selcn 
la base , l'antre selon la droite qoi va an sommet , et celle-d 
poarra se décomposer en deux autres selon les deux côtes, 
toujotm par la régie dn pttralMogramB>e;el ahnfsettMTe 
ocBditre le tncorenic* 

II. lorsque r tonx» M font éqoflîbrc xA qa'oBe droite (n 
rennmtre n-^l , elle renoontre la n*^-, car h somme et 
itvt moment par rapport à la droite étant bbIIc , ainsi qne 
les plus courtes dislances dea n — 1 premières Forces h celh 
droite, il lault« que la plus courte dManceMlre la it^'^H 
la droite soit ausfii iiutlej donc 

Corollaire. Lorsque quatre Torces se Tont équilibre, ella 
MM 4t» gâHèrtlricc* du oMm ayttime iTan néne hjfn- 
bijlulde. 



0O^CO (JRS POUR L'ADMISSION A L'ÉCOLE NOBMALE 

(IS4S), 

VAK M. BiaV, 

i«rtgi «g tVaInMM , t Dqm. 

Probtime de »tatiqtte. 

Déterminer la position d'équilibre d'une tige pesaulc MM', 

de longaeur i et de puids P, dont les exlrémilés sont aisa- 
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jfltties h rester sur ëeax droilei fixes, dont l'uoe eit wU- 
cale ol l'ialre dam nne direction qaelconqac. 

iFig. 49]. Soient Os la verticale et BS l'obliqae fixes f en 
prenant pour aie des jt la direction de lenr plus courte dis- 
tance , les éfOittOBi d« RS sont 

*=/» j- = fr». (1) 

Soient MM' la position d'équilibre , s l'ordonnée de M et 
■r*, y, s' les coordonnées de M', on a : 

Oa peai faire abstncUoo des drotls fixes, posm qi'on 
appliqae k la tige en M et M', des forces r et r' respectlre- 
ment normales à ces droites , égales et contraires anx pres- 

%» /s 

MOQS qu'elles sapportcnt; la première est parallèle à jtt, 
donc M direction est déterminée par Fangle a que as projec- 
tion sur ce plan fait avec Oj:* ; la direction de la seconde le 
sera par les angles a', ^, 7' qu'elle hit arec les trds sxes. 

On ai Acob^'+cos/bO, (S) 

pour exprimer qne r' est normale à RS. 

La Iranslalîon de r, r' et P è l'origine ne fournit qu'on 
couple dirigé dans le plan jyr, doul le moment est 
r'(j;'C0Sp'— /casa'); 

par conséquent on doit avoir —, =: — ^ pour que réqunihre 

ait lien , et r* est dir^ dans le plan OMM' ; donc ce plan 
doit contenir aussi U diredjon de r, poisse celle de P y est 
comprise , et P doit être égale el directement O[^ioeée à la 
résultante de ret/. 

Soient HT et HC deux lignes représenUst en grandear «t 
en direeUon les forces /■ et /■' rapportées k leur point de ooo- 
coor»; la diagonale HD du paraliélogramBe HFBG rcpi^ 
MaM m* Ihm égale cl ointnire A P- 
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Cdi posé , HBG rectangle en B donne : 

p 

H'=P'+r' et C0B7'=pi 

et les (rianglei semblables HBG , HOM' donneot : 






donc , cos /= 



et l'on a, par 



i. 



^ ^f, 2L 



D'après cela , réqaallon [3) donne -. 



61(2), 



Cette dernière représente an cylindre elliptique qni conpcn 
RS dans les positions qu'tHi pourra donner à M'. En j ren - 
{datant jr'pirpety par ^'[éqaalioD(l)], il Tient : 



iprésente an cylindre ellipi 
[ions qu'tHi pourra donner 
ety par ^' [éqnalioD (1) ' 



poor les coordonnées z de ces points , cl l'on a la conditioii 
qoe l ne soit pas iorérienr h p pour que Je problème soit 
possible, ce qui est évident il priori- si l^p,i\ j aura deai 
solutions et H ls=p, il d'^ anra paadc position d'équilibre , 

C,.;,l,ZDdbyC00g[e 
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car alon rel r* seraieol dirigées suivant la ti^ elle-mtaie 
et ne pourront avoir une résultante égale et coniraire à P. 

Enfla les expressions précédentes feront connaître tontes 
les autres inconnues de la question. 



THEOREME SUR LE TORE 
de M, niktnxau {Yvon). 



I. Lemme. l'Soit aV+é'^r'— a'i'saO l'éqnation d'une 
ellipse , axes rcclangulaircs , M un point de cette ellipse et T 
le point do rencontre do la tangente menée en M et de l'axe 
des X , p étant l'angle que forme cette tangente avec l'axe 
des X et; la distance do point- T an centre , on a : 



tangfcs 

. Vp—a' 

r Pour lliyperiKile «'a'— t^x'-^a'b^= 

b 
tangP=-^^=, et langp=- 



dans l'hyperbole conjngaée. 3* Pour la parabole z*= 9a;' i 

; est la distance de T au sommet. 

II. Lemmt. l'stHt <i'z'-j-6'(jr— ;)'^^'fr'réqi)atiund'nnft 
dlipse dans un plan vertical ; si cette ellipse tourne autour 
d'une verticale passant par l'origine et qu'on prend pour axe 
des z , l'équation de la surface de révolution est 
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S* Vwa rhyperfade : 

touroant aotoar de l'axe foctl et 

[iV+ a'(:c"+^- 6'-;.')r= ♦'^VC^+r') , 
hyperbole conjngnée. 3* Poar la parabole : 

III, Problime. Dans qael raa an plan dtamétnl coape-t-U 
l'aoe quelconque de ces trois sarfaces sniTanl des eonkpmf 

SolMÛM. 1* £Uipit. Oo peut soppoier que le plan paste 
par l'axe des ^ ; alors son équation est s = ax , la projec- 
tion de l'interseciion sur le plan x^, a donc pour éqnaiios : 

Passant aux coordonnëea polbires, tl vient : 

p*(aVcoa'T + *•) + *•</-«') = ipb'e , 

f V'+ *') — api'p + ''t;^— a') == a'«VBin>. 
Pour que le preorier menArc devienne un carré parMt, il 
Taul prendre a'[p' — a'j=A' (f}j donc <c=:tangp , el le plan 
diamétral est langenle à la sarfacO' Substituant celle valeur 
de a et exlrayanl la racine carrée , il vient : 

pp~p'+à'=±aps\afi 
et passant aux coordonnées reclaoRidiiJros 

yip'— a') +p-x'±: 2ajr{p'~ a') = (/,'— «*)'. (1 ) 

La projection sur le ptao Jty étant ans ellipse , la eovrbe 
projetée est auEsi une tllipse ,- les ceiti«a «les 4eBX eUipMs ' 
sont sur l'axe des ^. et i une dtstance -f <■ da centre de ta 
surftce on de l'origine {'les deux axes de l'ellipse en projec- 
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(km sont^ et l/p' — ■a', et ceux de l'ellipse projetée sod( p 
et V'b'-Ç-p'—a'. Si donc A est le point oa l'nxe des^ coope 
la sarface intérieurement , A' le point où cet axe coape ex- • 
. térieuremeat ; dési(Boni de même ponr B et B* les points 
d'inlerseclion da c6té opposé j alors l'ellipse projetée va de 
A en B" et one seconde dlipse , correspondant A — u , ra de 
A' en B et les deax ellipses se conpent en an point dont l'ab- 
scisse de la projection est ^ et dont la distance i l'ori- 



p 

3* HyptrhùU. 1* L'axe de rotation at ptrpmSimlmn an 
diamètre focal. n«nffil decbang«r partoot+^'en — &'; on 
retombe sar la même équation (1) ; mais ^ — a' étant né- 
gatif, cette équation est celle d'une hyperitolc ; ? Taxe de 
rotation est parallèle an diamètre fbeai. Le phn diamétral 
tangent coope suivant nne ligne do qnatriéme degré qni 
ne se décompose pas en deux coniques. 

3' La parabole- La aeclion est évidemineot nne parabole, 
puisque alors p devient {nAnr. 

IV. Théorème. Le cTlindrc droit , de même axe qoe te 
tore et aj ant ponr base le cercle dîTecleor, divise la snrftce 
du tore en deux parties , iniérienre et extérieitre ; l'nne 
diffère par excès et l'antre par débat , de la an<Me t«(ale, 
d'nne sarrace égale il oelle delà spbéro qui a poor drmaétrc 
calai 4b oenle géeéralear; de noém pour les ««Ioidfs. 

Dimom i t r atiam. Ce beao tMoréme ansi de M. Villarcwa 
«st nne corwéqoenoo d« tiiéwène de Goldin. 

Note. M. Villarcean a énoncé son théorème lar le Mre 
drcnlaire à la Socièlé pbiiomaliqw eu mois do jniUet 
dmier. et depnis M. Théod. Olivirr a énoncé i U fnéOK 
Société le Ihcoréme généralUé (IIl). 
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THEOREME DE MASCHERONI 
«ur raire d'un polygone rtetUigne plan. 



I. Notation. Les angles iotérieDncoitHiDtîfsdapoIjgoiie 
ROBt déaigaés par les lettres consécatires A, B, G, D... L, 
M , N, et les angles extérieurs correspondants par A', V, 
G',D'... L',M', N'idesorteqae'ponr DR angle saillant A, l'on 
a A'=n — A,ctpoaranangle rentrant A'=A— ir, etaiosidei 
antres. Chaqae cdté est indiqué dans l'ordre natnrel des lettres 
et non i l'inTerse: ainsi AB, CD... et non BA on DC. Cette 
irfwerTation est importante pour l'application de la fonnnie. 

II. Lttimu. A'-fB'+C+...L'+M'-|-N'=2K; ainsi le 
Nnas de la somme d'nn nombre qaelccmqne de ces ailles 
exténears est égal an sions de la somme des angles restants, 
ce sinus étant pris négatirement. 

III. rAdor^ine. Le double delà sarrace d'nn polygone rec- 
tiltgne est ^1 à la somme des reclaogles de ses câtés , ex- 
cepté nn, pris denx à deux par les sinns des sommes des 
angles exténears compris entre eux. 

Démomtraiùm. Soit S l'aire : 
1* 7Vian;k.ABGiSS=AB.BC.s{nB'. 
S* Quadritatire. ABO) (/Î9.47).Menonsla diagonale AC; 
prolongeons les côtés AB , CD josqn'à ce qu'ils se rencontrent 
en 0, et abaissons les perpendiculaires AP et BQ sur le 
c6Ié CD , on a : 

ABCD=ABC-t-ACD; 

2ACDsCD.(AB+BO}BinO = AB.CDiin(B'+C)-f GD.BQ; 

CU.BQ=liC.t:!.D.)inC; 
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donc 

as = AB.KC sin B' + AB.CD sId (B'+ C) + fiC.GD lin C. 

IV. Penla^one. ABCDE {fig. 48). HenoDS la diagomle AD, 
prolongeons les cAtés AB el DE jnsqa'i leur reocODlre en O, 
et abaissons sur DE les perp«ndiculairca AP et BQ; le peo- 
lagoDC est décomposé en un quadrilatère ABGD el en an 
triangle ADE. Le doable de l'aire du qoadrilalére s'exprime 
d'après la combinaison binaire des trois cAtés AB, BC, CD, 
et l'oo a : 

SADE = DE.OBsiaO— DE.AB9inOj 

D&.OB sin = DE.BQ = 2.EBD = 2.BCDE — SBGD ; 
mais BCDE 8'es|wime en eomlrinaisoQ binaire des côtés BC y 
CD, DE; il hnt donc en Oter BCCDsinC pour vf<àt 
l'aire EBD , et renurqaant qae 

AB.DEsiDO =— AB.DEsin(B' + C + 0'), 
n Tient donc finalement : 

SS=iAB.BCsinB'+AB.CDsin(B'+G']+ A B.DEsin(B'+C +D'H- 
+BG.CDsiaC-|-BC.DEsin(G'+D']+GD.DEsinD'. 

T. Giniralement. Soit le polfgonc ABCDE... LMN de a 
cMéSi on mène la dia^nale AM ; le polygone est décomposé 
en un polygone A BCDE... LM dcn — t côtés et en an trian- 
gle AMN. Supposons que la loi ait lieu ponr un polygone 
de n — 1 côtés, on a donc les combinaisons binaires des côtéi 
AB, BC... LM , et l'aire du triangle AMN amène les combi'* 
naisons du côlè MN, successîTcment avec AB, BC., LM. ' 

Obtervation. Dana nos figures. Ions les angles sont sail- 
lants; mais il est aisé de s'assurer que la Tormule comprend 
également les angles rentrants. 

TI, OuToilqa'an polygone de n côtés exige r-^ 

naltiplications, mais on j)enl diminoer ce nombre j soit 
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n=^ûm; on mène une diagonale qui partage le polygone 
ea deux autres, chacun Aem+i cAtés, la diagutiolc cout- 

prise ; yaiw de chacun do cea poljgoue detnaoïle - - ■ - — , 

ei les deux eSBemble mf^m — 1 , multiplical^Hi!, nombre q<ti 
est moindre que (ain—l)('n—<)}8i n=2m-|-1, on opërcde 
même. 

VU. Hiftoriqu*. £a 1787, L. Mascheroni, parmi de* ad- 
ditionaan Cours do mathématiques de Bossut, publia un mé- 
moire iotilnlé : Méthode pour la maurt des pQlyyonet plant- 
C'est dans ce mémoire que Mascheroni énonce et démonlre 
■on théorème analytiqucnient. Deuxannéi'S après, Simm 
huilier fit paratire »a Poljftnianétrie (*] ; il parrient m 
ntas tkètvèue pw des considéralloaa lrigoiiomélri()uc* 
(l — 12). Eufin Mascheroni paUia k Pavle, ra inS, tua 
colUction df pr^kUntv pour te» arpe^teun^ «w 4^irenbt 
$olutiotu, ouvrage qui a été traduit de l'italien en 1803 et 
sous ce titre par M. Careite, ancien colont'l du génie, èléfe 
del^ III (I7W), première promotion da l'EoAe polytecb- 
nique. Voavr&ge t>sl di viaé en cinq livres -, le i|»alrièatf tnite 
de la poljgonométric , et le théorème sur l'aire dei p(d7gQDei 
est énoncé à la page 77t ■ Il est surprenant qu'une proposi- 
liou d'une utilité pratique si grande, si évidenle, ail été 
omise dans les élémenls, même par Legendre, et s(nt restée 
presque ignorée. Il en est do même des antres propositionf 
de cet ouvrage remarquable ;, destinées aux arpcnteurt, 
lODies sont énoncées sans démonstration. La recherche de 
ces démonstrations est nn excellent sujet d'exercice pour les 
professears à donner aux élèves. Le livre cinquième, coosa- 



n Poliionointuie , du da J« mesars dei Ogans reeliliRne*, bI Abr«ct d'u»- 
pérlmélric éUmcDUin , on da la dtpcaduua mulualta du gitndwis Bid** 
llmileadsieiiurei, par 9. L'Builler, *di dtpiDi de l'inteor, à Genè», llH, 
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erèaax mJMm, rearcroio Vitaoueé do H. Fiaek (Z'. p. 842). 
VoW quelques rciiseigite>MnU inr l'witenr. 

MiKberoal (UBrcnl]> aé à fiwgime ea 1750, euibraua 
l'Atit eccléaiaatiqae et occnpa Doe chaire de langue graeqw 
à rUnîTeniié de Pavie. Ce n'est qu'à l'Age de Tingt-iept au 
qn*îl prit goût ponr les malbômatiqnes et commeDca k les 
cnltlTer arec de rapides piofrés. Es 1 795 , 11 poblia à Milan 
la Geometrio dêl compouo, qui a donné tant de célébrité à son 
Dom; le premier exemplaire a été apporté en France par 
Bonaparte, alors général de l'armée d'Italie. On doit encore 
à M. CaretlenoclraduclioB qni a p^r^ en 179S. Msscberoni 
a fait aassi an travail c&tîmé «uv les voûtes, et eU venu k 
Paris ponr prendre part è l'élablisscmenl Aa système mé- 
triqoe i il est mort exténué de fatigues en ISOS, k l'âge de 
cinqnante-buit ans. L'illustre géomètre a Tait ponr le eompa» 
caque Lambert a ftiiten 1774 pour la régie, dans les addi- 
IkKU jtHstee à la seeond* édititn de sa PeMpeotive. €ta • obb 
Iradnction de la première édition , maia les additions ooncer-; 
qantlagéomètricdelarèglc(p.l6l)a'unl paaété traduites. 
Noos noos eq occuperons dans les Angola. 

VIII. On saii qu'ayant unaystènie de forces représentées 
en grandeur et en direction par les côtés d'un polygone et 
agissant dans le sens de ces côtés prolongés dans le même 
sens, la résultante est an eoaple dont l'inleniilémlcdoable 
de l'aire du polygone. Il serait commode de pouvoir déduire 
de celte considération de statique le Ihéerème de Mascberoni. 

IX. AfffieatiûB. Hexagone ABCDEF. 

AB=12M I B'sSî* S = 10530191 (PolygoTtomé- 

BC = 1783 C=:48* Irù, de Lhut)i<T, 

CD='2400 D'=52' p. 57 et 59) 

DE= 27C0 £"=63' 
EF = 3ft«fl I 
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Ao moren de l'obserTalioD TI, on pent (Meoir l'aire S 
«a majen Ae six prodails, dont chacao se calcule par loga- 
rilhme*; un autre calcnl domie F = 88° 31' 37* ,8 d 



THËORIE GÉNÉRALE 

det jitf fo , polaires , plaïupotaira et polairea cmijugMéi, da 
^jjTiKi et tur faces du deuxiinu ordre , 



$1. 
I. Soit 

Ar'+B;rr+Cx'+Ib'+E«+K=o oa P(j^,r}— (« 
l'équation gèaérale des linges de decxième ordre. 

On sait que , lorsqu'on mène une tangente k la combe par 
nn point «,p de son plan , les coordonnées da pdnl de contact 
sont déterminées par les denx équations ■ 

F(x,j-) = 0, F;{P-^) + F,î«-:i:)=0. 
La seconde, ajoatée aadooble de la première, s'abaisse ao 
premier degré et devient ; 

pF, + <«F« + Hr + E*-f-aK=:0, (3) 

équation d'ace droite passant sur les deux pc^ts de (xmtact, 
et que noua appeUermu la corde de contact. 

Cda posé , supposons que le point «, ^, par lequel on mène 
la tangente, se meuve sur une droite 

' yr~iax-\-n (3) 

située d'une manière quelocHiqDe dans le plaa de la cooriie. 
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OD aura entre « et p la relation p=:mx+n; et sobslitoant 
cette Ttlear do p dans l'éqnatioo (i), il en résnllera : 

(niF', + r.> + nP,4-Ib' + Er + 2K = 0, (4) 

<pii sera V^oalion générale de tontes les cordes de contact 
qnl correspondraient anx diven points de la dn^le (3). 

Or, la Tonne seule de l'équation (i) montre qae toatos les 
droites qu'elle représente se coupent en nn même point sur 
la droite Gxe 

car les coordonnées da point d'JcIerscction do celle droite 
avec l'une qoelconqne de celles que représente l'équation (4), 
en faisinl varier a , son t données par les denx équations : 

imF',+ F',*=0 (5) 

nFj + Dj- + Er + 2K = 0, (6) 

qui ne contiennent pas la variable a. 

L'éqoatioD (5) représentant, comme l'on uit, lediamèlre 
conjugué de la direction ^ =mx, qui est celle de la droite 
donnée, ilcarésnltcceUiéorèmG, découvert par I^Hire: 

Si sur fous tel point» d'une drtàte lituéf d'une maniin qwl- 
eonque dont le pîan dune ligne du deuxième ordre on mine 
de» tançenie» à la courbe ; l' toulti lt$ eordet de contact eon- 
eourrontenun mime point ; 3* a^pottUtera litui sur te diamètre 
conjugué de la direction de la droite. 

Ce point a été appelé, par M. Sorvois, lopAlodeladnrile; 
et l'on voit qu'à une droite quelconque, donnée sur le plan 
de la coDrbe , correspondra toojoors on p61e dmt les équa- 
tions (5) et (6) déterminerunl les coordonnées en j rempla- 
çant met^ parles coefficients de la droite donnée. 

II. Réciproquement soient a, frics coordonnées d'on point 
quelconque du plan de la courbe; en faisant x=:a, y=b 
les équations (5) e 
An.HiUTHiM.viL SS 
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^__ P^ + ^ + ^^ .ct9uMiihwiilccgYh!eùradalTB(3).il 

en réioltera aue droite 

F'v + F'^ + m +Ea + 2K= , (7) 

qnl aura poar pôle le point [a b); d'où rétdlle cet antre 
tbéOTèaie réciproque da précédent ; 

Sipar un point quelconque tfuplan d'une courba de deuaiiimi 
ordre oH mine det léeantee à la courbe et que itir let pointt 
d'interieetion de chacun* d'eUa on 'mine dei tangentee : 1° Im 
pointt de concourt des tangentes , qui corrapondent à la mine 
licante , seront sur une mime droite ; 2° cette droite sera parot- 
tiie au conjuj^ue du diamilre qui passe par ce point. 

Cette droite a été eppélée, par M. tier^onne, la potainda 
point, et on voit qu'à tin point quelconque do plan de h 
'icoarbe corregpdndra'toûjodrs Une pôlarre, dont on obtien- 
dra l'éqnalion en rempèsfUit 4ans'C7)a'flt'6:pBr>ksonr- 
detanées de ce point. 

lïl. La polaire étant ^= mjr4- n (3),'tiomaTOQS'raqae 
lepUe' était délenniné par les deux équations : 

mF',+ F'x=0(5), «F,-|-Itr+Ex-|-2K = 0(6), 

doncebacoDe M' contient <iae PanetoooBaiantMflretft4e 
la p(dav«. Il résulte de' b : 

l*Que(5)estleIieugéoinétrfqtiede9pMeBilela4roile9) . 
Imqèe m'reiltnt constant «n Mtnrttr'ni'Aals akwa la 
pdaire ae ment parallèlement è elle-aénte, et (5) est le dia- 
mètre con/u^aé de la direction ; donc -. 

LeliAtgétmitriqwdes pôles d'un iytttme de droiteepartàlHa 
est te diamitre conjugué à' leuf 'df ncNon. 

2° Qoe (6) est le lieu géométrique des p61es de la droite (3) 
lorg^uG n restant constant , on j fait varier m ^ mais alors h 
droite (S), passe «(rnstanment par le point fixe (o , n), el i'é- 
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tfOMUoa (7) aiuiUre ^m f^aiioa (C) ««lit y<MnAifBfiit 

fixu; donc : 

Le tînt ^AmAh^tu du pdlei tun lyifAiw de dnntei qm H 
coupent au menu point, mUa p a tmi nét ce point. 

Et de ces denx théorèmes nons poDTona conclure rérîpro- 
fwaaMA iHieH Miwmtl ! 

«fi UféJêÊtmaàtMiwntim AwiMw,^f»I«frtHMM« 
par^télement à ton eonjugité. 

Si kpdk te meut mit)«tU tau drmU quelconque du plan de 
laeovrbe, la polaire tourne autour du pôle de cette droite. 

tT. CtMrebonSinalDtcDant la position relative du pâle el de 
UiMlaîre s^He plan delà ooarlic; «ovswflUeol évtd«ntaoa( 
indépendante da choix drs axes , nous ponrons les supposer 
tels , que celai des :r soit le diamètre conjugué de la polaire 
et ^r conséquent passe par i* ocmre et le pôle, et qnc celui 
desr snit une tangcale parallèleà la polaUei«Icnl'iÉ9W- 
lioQ (1) de la courbe se réduira à ta rurn» : 

L^tbsdsK du cetitre sera donnée par l'équalton dériréc en x : 
E 

"ac* 



2Cr-j-E = 0, d'où jr=- 



cetle abscisse sera !■ longunir In dnal dianMre conjngaè 
de la faltM* t «a repf^MQltnt oettB kofiew î«r «r,, M ffon : 

L'éqiiati(» (7) de la polaire, rapportée aux iiooTeftiu axes, 
d«Tiendra : 

{2Cfl + E)jr+E«ï±=«, d'oàeaf ^ — ; 

•X déM0U»( Il dialMM ée la polain i r«rlg«M. AppdtM • ta 

L, ,z,;i.,C00g[c 



dittaoce de ta polaire an ceolre , (m aura f> » — '^T— ^ 4- Tj;, 
on réduisant i 



P = 



2C(iCa-\-Ëi 



La dbtance dn pMo k l'origine étant a, eo appdant p'U di»* 
E 



tance ds pôle ao centre, on aura p' =>«-(-", on réduisant 



,_ 2Ca + E 
'' 2C~' 

w, en faisant le produit des deas distance* f, p', fl vient 

(.Xf'=7p;; etcoaiaie(i=—— donne anasU*jg-,,Ua 

résolte cette relation remarqaable < 

(tX (*'=<**. (8) 

Ainsi , dam les courbes qni ont on centre , c'cst-k-dire dmu 
l'eUipte ou l'hyptrboU, le pôle d'une droite etl $ilué nir le dio- 
milre eonjuçui de la Rectum de cette droite, de maniire gtu 
le demi-diamèlre etl moyen proportionnel entre le$ dialaneti d» 
centre au pôle et du centre à la droite, ee* distança étant me- 
' naiet <ur le diamiire. 

Dans le cas de la parabole, on a de plnsC=0, et l'équa- 
tion do la polaire se rcduira à x = — a ; ainsi : 

Dont la parabole, la partie du diamiire eomprÏM entre h 
pile et la droite a ton milieu lur la courbe. 

Cette propriété de la parabole et la relation (8) donnent un 
procédé tréi-simple ponr construire, soit ta polaire lorsque 
l'on connaît le pdie, soit Ifi pôle lorsque l'on connat t la polaire, 
dans chacune des courbes dn deuxième degré. 

Ponr le cercle, le diamètre serait perpendiculaire a la po- 
latre, et la relation (8) aurait toujours lieu. 
Ce qui précède conduit à ces conséquences, qu'il sulBra d'é- 
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MMicer : La polaire étant extérieure, U pôle ett intérieur, et 
réciproquement ; la polaire ^éhigwml du eentre , U pôle s'«n 
rapproche, et réciproquement; la polaire postant par le eentre, 
U pôle ett à l'in/ini, et réciproquement ; la polaireétant tangente, 
U pôle ett (m prnnt de contact, a réciproquement; tile pile ett 
MIT la courbe , la droite ett tangente dont ce point. 

On uit qae la relation (8) existe ponr l'ellipse et l'hjper- 
bde entra le •demi-grand axe et les dislancea du centre an 
tojtr et àla directrice votaine ; on aai t qne dans la parabole le 
aomniet est àégale distance da fo^er et de la directrice ; ainsi : 

Dont toutet Itt courbe» du deuxième ordre, la directrice a 
pour pôle le fojfo' i ce qui justifie la dénomination àe polaire 
foeaie , que M. Poncclet a proposé , arec raison , de donner 
k la directrice. 

T. ReTenons à l'équation de la polaire ; 

F'ij'-|-F'»r-i-D6 + Ea+2K = 0; (7) 
en j remplaçant Ft et F« par Ion» valeurs, «lie devleot ■ 
(2Ai+Ba+D)r+{Bft+2Cj:-|-E)a-|-Dj-|-Rr-|-2K=0, 
et ordonnant par rapport haelb-. 

(ajVr+ftr-|-D)&+(qr+2Ca+Erj-|-bft+Ex+9K=o, 

ou i.F',-f-'«F'«i+Dj--|-Ex + 2K = 0. 

En comparant celle équation à l'éqaalion (9) de la corde de 

contact relfltire an point a.jS , on voit qne : 

La polaire d'un point ett la corde de contact qui eorretponi 
d ce point ; donc le pôle d'une droite ett l'interteclion commun» 
det potairet de tout let pointi , et par conséquent ti un point 
ett tilué sur une droite , la polaire patte sur te pôle de cette 
droite, ce qne nous savions déj& (3). 

Réciproquement le point de concourt de deux tangentes est 
le pôle de ta corde de contact; doac la polaire d'un point ett le 
lieu géométrique des pôlet de toutet let droites qui patient sur 
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(Mfr( (&-otfe, om/iiJit M trouvcM <wr flfU ««frv droàtc, M4K 
nom sftyiom<)£Jà.(3). 

TI. L'idéalité de Vâ(iiMUQBd6lBp<^lnd'UQpaiat «rat 
la cordo lie coAtact retotiTs k co poùA . VMt Ww (iwUb^ «e 
soii la posiUoQ ia, poiij «t par «(wétiiwai Ion ntaw fm k 
corde, 4e conUcl ii'cxi*tçr9K fu, uftat 49voc» «n. woaton 
^uç la polaire est on lie^ gèom^rique do^t !« flOatfiQ 4e aoir 
t^çt n'est qa'DD c«&pai(tic4Ucr. 

E( en eÇçt, ^it 4jr'+ Bxj^+(V+DlK+Çj:HrK-«w (« 
l'éqattipa 4cs Usm» da dcmi^me «wjk* r o pp wt ^ fm à d« 
tices qwIcoM^nçs , ttppc^u «.ol )ofl lvwqeii|« des M(nMM 
compris sur Vï^e des.-i; e^lfa l'oflgin^et la cgarbe; cei.lw<- 
gaoars seront les racines de l'équation du de«v4wi»oH<n, 
que l'onoblîcnlenbîwilj;==.Qidn*t(L)i c&qvÀdoiwe: 

OD aura donc l 

Dcmëmc p. ^' désignant le^ l^ongitcarsdessçgQifqtsstirrai^P 
desj', qoi sont doonées par IVqoation da deuxiràoe d^ré 

oo aara = 

La droite qui détermine sor les axes deux de; segments a.^, 
a pour équation 



de même celle qoi détenvino lies deux Mires 
a povr équation 
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En Hjonbmt Im écputhms des deax droites, il en rteilttn 
<mHo d'uDf! irotsIèflH droite , qal panera par le poiDtdecoa- 
etmn dei deux premièrei i doue lei denx droftet m owptol 
sar 1* trotiitaM droite < 

""' PP 

Celte équation , ensabstiluanlpour a + a, p-|~^', an', p^' 
leur* valears ci-dessns , devient : 

« l'équalk» C7) Mt voir qo'elle repriaoïte la polaire de 
l<'4H*iglm; donc sa poaitioD eil Indépendante de la direetioii 

des azea , et H en résnlto celte conséquence : 

Si par «n point ytw pris arbitrairement nir le plan d'une 
courbe de deuiriéme ordre , on mène deux licanUi ^Iconquei 
i la court» ei qw If m joigne por dt$ conte vnpoûU de tecHon 
de Vwu det ticwttet avec unpoint de ttcUon d$ l'autre , et de 
même let deux au&eM pointi de eeetion , le lieu géométrique det 
interâectiont de eei eordei , lonque l'on fera tourner les sécaiila 
autour du point fixe , wra une droite qui aura le point fixe 
pourpdle. 

Donc, il parmi ces sécantes denx peuvent derenir tan- 
gentes, les points de contact seront sar la polaire et en déter- 
mineront la position , ce qui explique l'identité de l'éqoatlon 
de la polaire avec celle de la corde de contact. 

C'est do c(} tbéorteie, qui pourrait servir de pirint de dé- 
part à cette théorie , que l'on rendrait ainsi indépendante de 
celle des tangentes , qae dérive la dénomination ^e pOle (da 
verbe grec qai signiGe tourner), întrodnito en 1811 par 
M. Servpis dans la science. 

Il en résulle un procédé facile pour construire , acec la 
r^iesmimwnt, toit la polaire lorsque le pOle est donné, soit 
le pMeloraqne la pcdaire est donnée. 
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En eflèl, si par aa point oo màne deux sécanlesà la oonrtw, 
les cordes qui joindront les points d'inlcrseclion réciproqna 
dcax k deux, se couperoal sur la polaire du point e( en dé- 
lermineront ta position. 

Si une droite étant donnée, on conduit, comme nous 
venons de l'expliqaer, les polaires de deux points de celte 
droite, CCS polaires passeront pas le pâle de la droite cl le dé- 
termineront par leur intersection. 

Jf. S. Doox droites qui se conpent on deax paralljjet 
o'élant que dc> us particalJcrs des coorbes qne comprend 
réqoallon générale (1 ), chacun des thtorëmcs qae nooi «tou 
établis donne aa théorème correspondant de I* théorie des 
transTcrsales. (Jjtfinpneha&iumaU.) 



QUESTIONS D'INTÉRÊTS COMPOSÉS, 

ù^ôt progrmif iur la nieea$ù>ns, d'âpre» M. C. Lamé 
(Compte rendu 1848, 3* scm., p. 125). 



I. ProbUme. Va traTailleor fail chaque année a francs 
d'économie , et il place celle éparg^ne annuelle k intérêt de r 
pour un; sa bout de combien n d'années aura-t-il un capital 
dont le revenu annuel soit ^al k son épar^e annuelle ? 

Solution, Au bout de a années, les épai^nee placées Tan- 
dront : 

tf+d(l+/-)+«[l+r)' + ...<7(l-f-r)-=^[(l+r)--l]; 
<«■ le capital qui rapporte a d'intérêt annael est - , donc - 
f[(j + r)--J] =f ; d'où l'on lire ''=^^- 
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Oiienxition. Si la aoniine a snffil snz besoins annuels da 
travailleur, il pourra se rclircr après n anaécs et vivre de la 
renie annuelle de son capital. 

II. Problème, niâmes doanécsqnelaproblèmeprécédent; 
on demande combien d'années n' il dort encore travailler 
«près les n années pour que le capllal rapparie une renie 
doable de l'épai^e aoaaelle f 

Solution. Le capital acquis - vandn n bout de n' lonécs 

-(!-{- T^*", et les épai^nei aunoellef Tandnmt -[(1 +'T'— 1] ; 
on a doDc I 

f(H.r)-'+^[(i+;0--l] = ^; d'où »'-i^- 

OhiervalUm. On a n'<Cni e^osï il Etat moins d'années 

pour acquérir le second capital ~ qne pwir le [wcinicr, ce 

qni est évident âjirtori. Si donc — suffisent ft la dépense an* 
noelle , le travaillear poorra se retirer aprte a-\-a' années. 

III. Problème. Mêmes données; combien d'années doit-il 
encore IravaiUer ponr acquérir nn capital qnt rapporte 3a7 

Sobtlioft. Ona^l-frr+-[(l+rr— i]» — i d'où. 

Observation. Oaan''<^n'<^ni le troisième capital - Al 

dmc ploa Idt gagné que le second. 

IV. FaeilUéi tPacqumtion. JBoini il faut d'années ponr 
former on capital , et pftMia facilité est graûde i si donc août 
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convenons de représcnicr par 1 la racilitéd'acqnérîr le premier 
capital -jleafscilitéid'acqaérir lescapUjiax — > — ^ w., 

«H,nl,ré«fl^6e,P»r!5l|.!2î».!^^.e,c. 
iQgj loUj lofj 

V. J'iKiceinon. PannitoDsleadtrMoi^DkéfdelacrteUaB, 
rbommo est le sea) qui ail le sentinjçnt de son exislevce pw- 
sagère. La quaniilé de Iravat! nécessaire pour subvenir aux 
Iwapiiud;aneTtecoDrleçtpirëc4ijce eai asfiez rest^inte; ««ta 
la aollicitnde ponr leg besoins de la famille, solltdtade qui 
s'étend bien an delà de l'individa , est le pins paissani siimn- 
lanl providentiel ponr an travail continu et pretongé. Ia 
transnissiQu. g^aqlifdii produit, apr^ la moft àa travail- 
lear, conslitac le droit de succession et la base rondamentale 
4a o(Mr«t wcial (*] ; car la société civilisée n'eat pas une 
agrégation d'individus , une bande , mais une conoexloo de 
familles, une nation. Vunité lociale, c'est la famfllej unité, 
qu'un même signe vocal , que le ^éme nom sert à désigner et 
i dénommer, et qui établit entre les individus une solidarilé 
DMCile; délrutseï cette unité, Ict nations deviennent des 
tro^ptaux vos non- 

Y). Un G^9i eil W représentation légale dttialaired'aa 
travail qugleonque exécnlé dans un temps passé , et aussi la 
représentation du payement d'un travail quthùnque k op^r 
dnns un temp* à venir. Une distribution trop uniforme de 
capitaux entre tontes les familles dclruirait toute ëniulatioo, 
rendrait impossible l'exécution des travaux pénibles on rebu- 
■ipts, mtraverait le progrès des beaux-arts, antènerait un 
retour à la barbarie. Une trop grande in^lilé dans cette 
distribution devient une source de vices , de misères et d'avi- 
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I 4e tout (CDEe. tes imMatiow NtHAln damât 
combattre cet desx exirtees. En laîuaDt une liberté com- 
plète à la GonctuTenca et aux entrepriaea de l'etpnU loilm^ 
trifll , oa éTil9 le premier extrânu ; alors let eapitaai h 
portent k l'endroit de la plu ^ande tnlelllgeaca, de la ploa 
grande tcttrlté, dala pins ^nde éconoinie i ce qnl doit dire. 
Pour empédier nn excès d'accomalatlop , 1^ tvi^ fj^osixiifif 
les mBJorati, les snbstîtalionsi prescrire le paf ta^ égal des 
snccessiom , et faire de gros prélèvements sur les gros capi- 
taox an bénéBce de la masse commune, du trésor public, 
destinèàVexécnllon des travaux d'un intérél nalional. Quel 
rapp(H-t ^l^blir entre le ppèlèTemeat el le capital ? J^sim'ffj 
on a lODJonrs admis le rapport commercial , le rapport géo- 
mélrique ; mais l'accroissement dea grands capitaux s'opérant 
plus facilement que celui des pelils (§111), il semble qu'il 
D'est phis équitable d'admettre dans les préléTemcnts la 
sintple proportionnalité commercinle. Appliquant ces consi- 
ëératloni aux successions , M. Lamé est d'avis de laisser snb- 
sbler le rapport géométrique ponr Ips pttits capitaux et 
d'imposer les grands capitaux en raison directe de la facilifé 
i lesacqnérir, el Toici comment il procède : Soient A la limite 
des palils capitaux el c le prélèvement pour cent ; ainsi une 

succession égale on inférieure i A paje — -; soit mainlçqanl 

qne succefsioa (A, i étant un nombre entier, on partage celtç 
_ oA 
'iO«' 

rjicilité k acquérir cette part étant représentée par t , ccllf 

d'acqoérir la seconda part osl repiésentée par — ~ ; aÉmi 
logr 
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■iOD devra payer ; 

ckl lots loua 

\ '°»S "«S 
nais l'on a è pca près : 



log2 



loSr log- 

: ^ = I+0,S5(» — 1); 



100' 

M. Lamé prend A égal A ciaquaDte mille TraDCS, et e ipi 
à 1 ; il admet qne l'activité de rbomiue ne poavant guère 
s'exercer qoo pendant une vingtaine d'années , il faut adopter 
90 poor la limite de t , ce qui donne 8 0/0 pour nn héritage 
d'oQ millioD , et le même rapport est à conserver poar des 
héritages plus considérables. Le mémoire se termine ainsi : 
■ Si l'on adoptait cette échelle des droits d'onregistrommt 
ponr les héritages en ligne directe, il faudrait sans doute la 
doubler pour les héritages collitérans ,- et les quadrupler si 
les hérilîers étaient étrangers k la Tamille du donataire. » 

VII. On a. 

on M représente le module. Calculant log3 avec trois termes, 
log 4 cl lijg 5 avec deux termes , et les logarithmes suivants 
avec an terme de la série , on trouvé : 

Iog2 = 2M. 0,34645; -^=1,70951; -^=2,*0»«i 
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SDbsliloanI en valenn , dans lo premier membre de U for- 
nialo (a) , i) dcTicol 

« »!».*(■ . -» 0,07789 
= 0,34645 (i + 2) ■— -i-T — 



= i +0,55 (»— 1} +0,04» - (o,00355*+ îi^^y 

Nom derons à l'oUigeance de M. Koralek (Philippe) celle 
^«miârev^n'/tcofiondclaforniDledeM. Lamé.Mooi rappe- 
lons à celte occasiuD que ce proressenr dlranger est aateor 
d'ans mâlhode pour calculer les logtrithmoi des ncmitiret et 
des lifnes Iri^nométriqnea avec ane estrflme promptitude 
[voir t. VI, p. 475). Il y h plus d'ane année qne l'antear a pré- 
scalé son travail Jt l'Académie , sans pouvoir obtenir nn bont 
de rapport. Lursqn'on voit qa'on fdit à celte docte assemblée 
des rapports snr le moj'cn d'abréger la sooslraction des Trac- 
lions en arilhmétiqnc , et sur d'autres propositions de mémo 
Importance , on a lien d'être grandement snrpris qu'on ne 
veuillo pas dire aa mot sur an procédé qui fait obtenir des 
logarithmes de nombres entiers et des lignes trigonomélriqun 
avec 7 décimales exactes en quelques minutes. J'en ai Tait 
plusieurs essais qui ont réussi } le silence du rapporteur dé- 
signé est d'aalanl moins explicable qu'il et! connu pour ton 
extrême habileté dans les calculs numériques ; qualité pré- 



<*) La •MieripUon 1 li IridDcUon ifoii «ofraita par H. Karilsk, inaancé* 
(L VI, f. m ), M loojaan •avtrte cbci U. BKha<i<r, libnift i Piria, et abc» 
l'iBUur.il, rM da Faubonrg-PoiMan niera. Sa oiMbada iMacItbirlqma Ht Joini* 



by Google 



— 366 — 
cieuse et des plus rares que l'illutlre gëoaiÈtre a encore m 
commun avec Euler le Grand. Il serait j)énible 4'ailiBeUn! 
pour cette explicatiou des motiFs élrango^ à la science. 

Depuis qu* coià »t écrk, ua de nos autyrtd, k flm 
rené dans la doctrine des soites , a pris la série de H. Ltmé 
pournOel de seisavsnlei inTettigattom (Cbnqrfss r enim, 
août 1848 , p. 99). M. J. Binct , cherchant la tominatioD de 

la série dont le terme général est , et rcjeUnl 

K,s(,+ 1) 

les lermes de l'ordre -^, parvient à relie expression : 

1 + 0,35 (i — i)+ 0,04315 - 0,00343i, fie. 



Jwr fa Wjywf J> fd oirawi/itrwioi an iùm è i n par la métMt 
iM turftem iquitiaitiUm <f . 1. 1 , p. 199 el t. V, p. 4S). 



PAR K. roMt (*va±ms), 

Proleucnr m ijeb» d« Stlat-Umir. 



En nonmatit R el r- les rayons des cercles circonscrit el 
inscrit à un polygone régulier donné en surface , et R'Xceux 
qui correspondent à un polygone régnlivr aussi équivalent 
an premier, mais dont le nombre des côlés est duuhle , on a 
(Legendre.liT. IV, Ih. XVI) < 

Si uu applique ces formulei au calcul des mOuus lignes 
relativea à des polygones réguliers de mémo surlkcc dont ks 
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nombres île cûléi s'aci.:ru;ss;inl tunjiurs en duub!anl, après 
ti opéntions on armera k deox rajom-Rit , r« doiTt la diffé- 
rence pourra être anasi petite qu'on Toodca. 

En effet R"-r\=5(H-i-); d'où R'-H-^jgq-^(!l-rJ, 

mal«r'>r«U'>r', donc R'-r'<|(R— r) i il A' at <* 

M nipportent h nn nanrBan 'polygone èe même «ttrface ayant 
tutan denx 'foîa plm de cdtés, on aura aernbUMcment 

R"_/<l(R'_r')el<i/"or/«rt R"— /^'<"^.(R-r)i el.enflD 
fMD- teptdfpne qui aora-fi" fois ptasdo edlét qoe le plu- 
mier, Ru — rii<:; -,(R — r). Od pourra donc prendre n assez 

grand poar qae Rn — r. soit plos petit qoe toute quantité 
donnée. 

Représentons par p le rayon da cercle équivalent à chacun 
des polygones considérés, alors R« > p > r^ j donc la limite 
Ile R* et der. est p. 

Pour calculer p à moins de — ;; il suffira de irouver poar 

Ra - ^^*Ée Ttlear moindre que —5 , car alors R« ^-^ 



OnanraR, — r,< — „ si on pose y; {R — /■)< — . 
Soitllavalenrcommanodacerdeettepolyguitca, etR,r, 
relatirs u carré ; alors r= t , ; R <= l/s ; et en posant 

TiOi/ï — 1) ^ 7^ on a, en employant les log. ordinaire^i, 
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>2— la a 
L2 = 0,30103 , et âL2 raat ^ ' P«ti prés ; donc <m pratanl 
= 5 

">5 

et le dernier polygone à considérer aura 4X2" c6(és. 

Comme cette valeur de p eat comprûe ealre I et S , p' sera 
exprimé avec m chiffres déciouQx eucts, et en divisant 4 
par cette quantité on obtiendra n avec m chiffres dédmaox 
exacts. 

Celle mélhode sera dd pea moins avantageuse que ceQe 
des iiopérimètree (t. T, p. 42). 



QUESTIONS. 

191 . Trouver la «<'"• dérivée de ar"(4:— 1)"=0, et démt»- 
Irerqae cotte dérivée an radoei cunprises entre et 1. 

(Gann.) 

192. Trouver et discuter l'équation de la snrrace qui jouit 
île cetie propriété, que la somme des distances de cbaoïa de 
ses points aux deux c6iés d'un angle droit eat constante. 

1 93. La question jvécédcnle ponr les trois cOlés d'un angle 
ttiédre-trircctiDglc. 

194. Connaissant en grandeur et en direction les perpen- 
«ncnlaircs abaissées d'un point sur les c6tés d'un poIygCM» 
plan , trouver l'aire du polygone en ronctitm des données. 

195. Trois cercles étaDt donnés dans nu même |dan ; con* 
strarsant un cercle coupant reclangulaircment l'un des cercles 
donnés et passant par les intersections des denz antres ; les 
trois nouveaux cercles passent par les deox mêmes points. 
(Pl&rker.J 
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LETTRE A M. TERQUEM SUR LES ROSETTES. 



VAS M. BHXTOM ( B> ORAX* ] , 

* IngénJeiu de* ponu M ol 



Mossiear, dans les obserTaTtons , si bîenTeillanles d'ail- 
leurs pour iDOi, dont vous avez Tait iniTre la noie de 
M. Brassine sur les rosettes (p. ail) , tous atlrîtiaez i Wa- 
riog rboDneur d>D avoir donné la théorie. Je crois, permettez 
moi de le dire , que c'est aller beaucoup trop loin. Wariog 
• bien indtqnè, daD.<i le problème XV de son ouvrage inti- 
tnlé Canarum algebraicantm proprielaUs (2* édition, 177i, 
p. 56) , le moyen d'obtenir VéqnatiOD qui a pour racinos les 
segments interceptés sor les rayons d'ane rosette, par une 
' conrbc algébrique. Mais il faut remarquer d'abord que cet 
aatear De fait qu'indiquer les calculs à eOectaer, et eosoite 
D'énoncé aacuoe de ces propositions où l'on voit les segments 
tonaer des fonctions qui conserrcnt une valeur conslanle 
pendant que la rosette tourne , la oonrbo étant fixe. Or c'est 
U ce qui constitue, à proprement parler, la théorie des ro- 
settes dans ce qu'elle a de plus intéressant. Peut-on croire, 
s'il avait connu ces théorèmes, qu'il les eùl passés soos 
tilence? 

Le procédé de Waring consiste i substituer dans l'éqoâtioQ 
eo ar, ^ de la courbe, pour ^ cl pour x> 'es cxpresskmt 
x = pcos— . ^ = p^n— , 2m étant le nombre d»s rajMH 

et p le segment ; il élimiiic t'angio - au mojcu de la relation 



0giLe= _y/co8ï+\/— l.sin«-i--y cosi:— |/^.!iu«; 
Am. ■■ HAnSN. TH. 3V 
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el par saite les coefficieats de l'éqnalioa obtenue, après qa'on 
a fait disparaître les quantités irrationnelles, sont des Tonc- 
tions rationnelles, mail gA)ér«Igtt«iit l^sctiodaâirel , de 
sipaetcosu. On aperçoit sans peine que l'équatioa ainsi 
formée, p'-|- A,p*~'+ A.p'~*+-"' = 0, o'esl pas identique 
arec celle dont on a besoin pour établir la ihéwic des ro- 
settes. Par exemple , pour m = 1 , la courbe étant dn second 
degré, soient p', , p', les segments interceptés sur le premier 
ntyon f et p,", p," ceux du deuxième rajou. On a 

A. = p.'p,'+p;p."4-f,'p.''+P.'P."+P.'P."+p"p."- 

Comment isoler la fonction —r-, 4- -^r-» poo^ démoairer 

p. P. P. P. 
qu'elle conserre une valeor constante? Vous .vo;ei qu'on est 
conduit à des coefi^euU dont la conpositioB ue pomet p» 
toujours d'établir les tbéorëmw les plus simples. 

£n faisant, au (xmtraire, :c=fCOiB, ^ = pBinK^ dans 
l'équation du d^ré n , 

"■+»»-■+"»-.+ —■+•'.+ ">+"•=•. 
où m est une fcmction bomogène et entière de j.- , y du degré 
i', on IrouTe : 

«'rf"+ ''-.p'"+ f^p^H- •••- + ^/-Y f.p + «. =0 ! 
n étant homogëiieetdadegréiensiDH,cm«.DDKenpaMiil 
p = - , l'équation 
^, _(_ ^ ^^^ ït ,^_j. .j. ^ ^_^ tV- ^ _^ (^ ^ ç 

qui a pour racines les puissances — 1 de p , a ponr coefi- 
cieot de r< une fonction entière, bomt^ène, dn degré i\dF 
Ain a, cosa; et par soite tonte fonction symétrique du degré 
1 de CM puissances s'exprime aussi par une fraction entière 
du degré t, de sina, cosa. 
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ort >> l'M foU )> «mtofl dM Taimm d^ito telle fohctiDII 
pour h ttKie dM 9/» RDgIeS, 

00 obtient une q&an(l(â Indépendante de a, toutes les fctl 
qno m est pins ^aftd que L Ccl énoncé renTerme tonte lu 
(hfoHc des iHfsettes cirwlairei. 

CoRitàérons prétcotement danl l'bspace tine satftice qneU 
oonqbe et un gtmipe on falscean de rayons menés d'an point 
fixe adt soMAiets d'un poly^nne t-égoilcr eUlptIqne (Insctit 
dam une ellipse , de tnaniërc qne ses cAtés correapondent A 
des secteurs équivalents), je dis que la même propriété aarA 
Uen , poom) qac l'on ait soin de multiplier chaque puis- 
sance — 1 de p par la longueur du rayOD correspondauL 
Soit H cette loDgnear, prenons pour origine des cooido&néea 
la point fixe , et supposons les axes des r et des ^ parallèta 
à ceoz de la courbe. Les éqnations de celle-ci peuTent être 
tniMB sont la formfl ar=:A4-<icosu, y=ll-|-fr8in», z=C, 
«, è. A, B,G étant des constantes, etuUneTarlableanxt- 
liaîre telle que pour la série 

"," + -, «+2_,... „ + («-!)_, 

OB a les sommets d'au polygone réf[QUer eUiptiqae de m G<y> 
tés. Soit encore alors 

<*»+"—,+ ««_+■ — + ".+ »•.+ M. = ï 

l'éqnatioD de la surface Uj étant commeci-dessus du degré I, 
mais en 2' , ^, z. Les coordonnées d'an point quelconque de 
cette sarfoce sont évidemment ~ A-j-acos*)), ^(B-f ôsin»), 

^C. Donc, en les sobstilnant dans l'équation d-dessos, 

<n a une transrtvmée où le cordent de (^\ est au 
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pitu dn degré i en sin u , cottt ; àoac , elc. Cette omkIb- 
sion, bien plus géoéralc qae la précédente, renferme ce 
qu'on pourrait appeler la Uiéorie des rOEetles coniqoeB. 

Voici un Ihéorème assez curieux qu'on ea déduit : Soit u* 
gpfyèdre régulier ellipioïdat [ c'est-à-dire qui devient re- 
lier quand l'ellipsoïde devient une spbère) ; n l'on suppctt 
des droites fune'w du centre de i'elUpMde aux sommefo de ce 
polyèdre, et prolongées jusqu'à une surfofe quelconque, lee 
lommes des valeurs inversa dei lègments , de leurs cerrét et de 
leurs produits deux d deux dan* chaq%ie direction totU etm- 
ttanfei pour les polyèdres de même espèce cireonicrits au Même 
ellipsoïde. 

Pour te dodécaèdre et Fieoiaédre on peut s'élever juiqu'à la 
quatriêtne pwsance. 

Il est bien évident qu'on obtiendrait des résultais analo- 
gues en raisaat passer les ra^fons do faisceau par ks poioU 
que détei;aiinent les équations 

J^spCsiUu, COSiii), J'=:';'(sia(a,GOS(A), < = '2r(siDW, CW»}{ 

fi'it'W' étant les signes de trois rooctiODs entières , lors- 
qu'on donne k l'argument les valeurs 

m 'étant plus grand que le degré de la fonction qne l'on con- 
sidère. Toute la difficulté est de défiair gé(»nétriqnen)ent ces 
nouTcanz systèmes ; j'en donnerai qoelqnrs exemples dans 
une prochaine lettre. 
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THEORIE GENERALE DE:j POLES, POLAIHBS, etc. 



VAK M. KnXBtelO « 



S". 

1. SCHt 

ky+Ay+A'z'+Byz+Wxz+Vxy + Cx+Gr+C"x+E=^ 
Ou pins Bimplemeot F(x,^,2) = (1), réqnation géoérate 
des sorfaces du 2* ordre. 

Od Mit qae lorsqu'on mène à la surface an plan tangent 
par nn point qadconque a. ^. f de l'espace , les coordonnée» 
da point de contact satisronl anx deux équalioas 

La aecoode ajoutée au double de la première s'abaisse an 
premier degré et devient 

cJ'x + pFï + iF.+O+Cy-l-C'a+aE^O (2) 

équalkm d'un plan ; donc tous les points de contacl sont 
dans oe plan. Ainsi , une surface eontfw circomcrile à um 
turface âm deuxiteie orén loucht. cette surface nwf^nf une 
courbe plane. 

Nous désignerons le pIu) de cette courbe sons le nom de 
plan de contact. Cela posé, si le «omfnet a. ^ ^ de U surface 
conique eîrcoDscrite se meut sur un plan qne)c<>n(|ne 
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oo ann entre a. p. y la relation ^ =pt -f ^^ -{- /■ et par 
aoilD l'équation (3) tlcviendra 

et sera l'ëqnalion géDérala de tous les plans de conlacl qni 
correspondent aaz divers points da plan (3). 

Or, la rorme mhIc de l'équation (4) montre qae tous tes 
plans qu'elle représente en y faisant varier a. ^ coupent la 
droite file 

Fx +pf'% = ; F', + yF'ï = 
en un même point donné par l'ioterscGlion dca trois plant 

F',+^F, = 0(5)j FV+îF'i=aO (6) 

rF,+Cj:+C> + C"z + 2E = (7) 

dont les équations ne contieunenl pqs l£S variables «• ^ ; dow: 
tous tes plans de contact se conpent en nn mâne pi^nt 
sitné sur la droite (5) , (6). Gett» droite est évidemment on 
diamètre de la surface, car les équations sont satisfaites p^r 
F'c ■= 0, F'y r=0 , F'i = qni déterminent les coordonnées 
du eentre. Is. position de eo diamètre est aussi Indiquée par 
U forint des éiioaljoos (5), (6), 

En effet l'équation d'un plan tai^at ^ 1a rufface fit 
parallèle an plan (3) est s— a' = ;»[i.— yj -j-y(^— _y') 
y.y. !d désignant \m coordonnées du point de oonlact, 
et l'on doit avoir p= — -^ ou FV +/»FV = et j :;= 

'-pr-OBFy' 4- 9^^=3 9, équiUoH qni lont sotisMlM à 

le point de contact Ji^.y. z' est une des extrémités du dia- 
mètre (S), (G). Donc ce diamètre est celui gnt passe par le 
point de cODtaA d'un plan langent h la surface parallèlement 
an plan donné. Nou» pouvons par cMuéquent eu conclure 
ce Ihéorème : 
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£i Pm ÔÊem u erit d ww pirfacg dw 4maBiim« ordre «ui| 
nàte de gurfaces coniques doat tei $ommeti umU titué» ntr 
tmmêmptêtuV tmfti ItnKmrbei daeoniaptieront de* courbe» 
plana } 3° iew$ platu M cauptrotU en vn nAne point ; 3° « 
jwt'nf sera it (u^ nir le diamètre de . la mrface qui pane par 
la point de contact d'un plan tangent A la surface etparallile - 
au plan donné. 

Lo point de concoan de tous les plans de contact fol 
' corrcs|iun(lent s«x divers point* d'un plan , a été app^é paf 
M. Qergonnfl |« jhM* du plan , et l'on voit qali an pU n 4ue|- 
nmqne correspotd tonjonn do pAle dont les équations (&) , 
(6), (7) détermiiKnl le» coordonnées en f remplafsnt^, q, f, 
|Mr les constantw de ce plan. ■ 

3. RécjproqoeoHDt , soient a,b,c lt« coordonnée^ 4'aa 

ppiqt do l'espace , en [liwnt x=a,y^b, s==:ç daoaleg 

Fa F't 

éqnalioDS (5), (6), (7), elles doDnaH>nt p=~- — ; q=— ^, 

t e 

lioa rtiDliaolf 

F«* + FV+^««+C« + C'fr + CV + aE=0 (?) 
sera celle d'an plan ayant pour pAle le point <i,6,ci d'où 
résnlta ce nonveau théorème : 

■Si par un ptpnt queleonqite , on conduit une suite de platu 
jwi courent une mrface du deuœiéme ordre et que Von considirt 
lu courbes d'intersection comme Ut lignes de contact d'une 
suite de surfaces coniques , circonscrites d la surface du 
dettxiéme ordre , les sommets de toutes ces surfaces seront dans 
un même plan , et ce plan sera parallèle à celui qui touche Iti 
tarfaee d l'extrémité du diamètre qui passt par le point. 

Ce plan est dit le plan polaire da point- Ainsi , à an poiirt 
quelconque de l'espac« cwrcspond toujours uq plau pDi9i|<f 
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dont OD ironve l'âqQatioii en remplftçant duu (fi) a, £, c par 
les coordonnées de ce point. 

3. Le plan polaire étant ^=^px-\-çy+r(Z), noos aroas 
TB qne son pôle e^t déterminé par les tnâs équations : 

rF'. +Cr + Cy + Cr'ï+ 2E,= 0. (7) 

Comme chacune d'elles ne conlient que l'aoe des constantes 
p, q-, r do plan, il en résulte qm séparément on drax k 
donx ces éqnatioas expriment un lieu géométrique des pâles, 
ifoi dans le premier cas est on plan et dans le denxième cas 
une droite. 

r étant leule cotutante, le lien géométrique des pâles sera 
le plan (?) -, or dans cette hypothèse le plan (3) passe con- 
stamisent par le point fixe x^ijf^OfX^-r et l'équation (8) 
montre que l'équation (7) est celle du plan polaire de C6 
point fixe; donc 

Ze tieu giotnéiriqtte de» pôle* (fun lyaUme de phau q%ù w 
eoupmf <ni mime point ett le pUm polaire de ce point. 

T étant uate variable, le lieu géométrique des pôles est la 
droite (S), (6). Or, dans cette hypothèse le plan (3) se meut 
parallèlement à lui-même, et nous avons tu que la droite 
(5), (6] est le diamètre qai passe par le point de contact d'nn 
plan tangent parallèle au plan donné ; donc 

Le lieu giométrique des pôlta d'un syttème de plan» partU- 
Ulet e»t le diamètre pauant sur le point de eontact du pla» 
butgent parallile. 

f étant leule constante, le lieu géométrique des pôles sera 
le plan (5) ; or, dans cette hypothèse, le plan (3) est parallèle 
à la droite âxej'^^O; z=pa:, et le plan diamétral conjugué 
de celte droite est - F'»-|- F« =:0 ou V'x-^pfi= 0, qui est 
l'équalioo (6) ; donc 
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Letkuséométri^deipAlet^untiiitiéuiaplatupartUlitet 
â wu droite , etl le plan diamétral conjugué de la direction. 

p étant Kule variable, le liea géomélriqae des pâles se» 
la droite (6), (7). Or, dans cette bfpotbèse, le plan (3) passe 
oonstamment parte droite x=0, x^^^-f-ret (6) est le 
plan diamétral cODjagaé de la direction : donc la droite (6). 
(7) est litnéa dans ce plan diamétral et il reste à déterminer 
ta position dam ce plan. 

Comme die est indépendante do choix des axes , non» 
poQTons supposer qne Gdai de y est parallèle k la droite 
x = (i; X = qj'-{- r, ce qui donne g = 0, et prendre k plan 
diamétral coajngaé de la direction poar celai des xz , ce qai 
réduit l'équation de la snrfacc à la forme 

A^-\- Ay+ A"a'+ B'xi + Cj: + C'z + E ■» 0; 
alors la droite, lien géométrique des pUes , aora pour 
équations 

y=0, /•F',4-Gr4-C"s + 3E = 0. 

Li trace de la snrEace sw le plan dos atz est nne conii|tie 
ayant poar éqoations 

^=0; A^+AV+B'x5 + Gr + Cz + E = 0. 
ta trace de la dnrite donnée sar le même plan «si .r = ; 
^-=0; x=r;or la polaire de ce polot par rapport à la courbe 
•qui préeè(||a ponr équations 

X = 0; /f",+Gr+C«»+2B=0 
qui sont précisément celles de la droite, lien géoiBéft4qQe 
des pAleSi donc, le lieu géométrique des pôleiéPwn système de 
fléau gui « ampaU suivant la mime droite , est l* polaire du 
point où la drmU rencontre te plan diamétral conjugué de la 
direetion , la polaire étant prise pfO- rapport à la conique que 
le plan diamétral déterminé sw la surface. Noos Terrons 
dans le § saivanl que cette polaire est la droite sairant la- 
quelle se couperaient tous les plans de contact, si le point 



by Google 



-378- 

B. j;, ][ se déplaçait ïQÏTaqt U droite qn) ot VioteraecâiM 
comtqi^ie de* plans, et qoqs pourrons alors énoncer pin 
fiinip^leioent le (héorime qui procède. 

la cpiisidéralipn de la pomtante ^ gonduirait éTideunDeiit 
aux VK^mes cfuicinïiuoi que celte de la eciw\9Di«p, et fbacm 
des lliéorémçs gqi pr^cèdeot aurait la récipro4)ac àoui il eit 
facile (fç Icotiver l'énoacé. 

4. Cherchons maiotcnanl la position relative du p0lo et du 
plan polaire. Comme elle est iadcpendaplc 4u choix des 
axes , noua pqhtçds les supposer tels que celui d( > soit le 
diamètre passant par le pdle , et que le plan de xy aoit tan- 
çrnit à la surface parallèlement au plau polaire. L'éanation 
de la surface se réduira à la form« 

rcrdoiinée verUcale do centre sera donnée par l'équation 
dérivée en a 

iA"s4-(7'=Oî d'oùz=:— — ;. 
2A" 

Cetie ordonnée sera la lon^enr du demi-diamétre qui 

pitsse par le pôle ; es la représentant par d on «ara donc 



L'équalioti (S) du plan polaire deviendra 
(âA"c+C")s-|-C"c=0; d'(iu»=- 



aA'c 4- C' 

• désignant la distsnco du plan polaire k l'origine. En 
appi-lniil/> la distance du plan polaire au centre, on aura 
dftnc 

'La distance du p4ic à l'nrigine étant c, en appelant/)' Il 
disiauçç du pdle au centre, un aura 
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Et enfin , raitanl le produit des deux dislances />, p', on 
«rrinva & U rdaiton reiiiarqaa)>lp 

py,^^^; (9) 

don», 

Ztatu /n mr faces de deuxième ordre qui ont un centre, U 
pôle ^un plan ntMui de maniire qtt»ti l'onméne le diamètre 
qiti paiie par le pâle, le demi'diataein ett moyen proporiionnel 
entre Im .dittaneea du p4le et du plan au centre , les distances 
étant mesurées sur le diffmitre. 

Si la surface n'a pas de centre, oq s de |)lasA"=0 et l'é- 
quation dn plan polaire se rédnlt à z:^ — c, d'où résulte celte 
propriété di parabololde , analogiie k celle de la parabole : 

Dans tout paraholoide, la partie du diamètre comprise 
entre un pkm et son pâle a son nùlieu tur la sur/bce. 

Cette propriété et la relation (9) donnent un procédé très- 
Simple pour construire , stAt le plan polaire lorsque l'on 
connaît le pMe, soit le pUe lorsque l'on connaît le plan 
poAire pour cbtcnne des cinq snrfaoes do deuxième ordre. 

Dans le eas de ki s{rfiére, le diamètre est perpendicnlaîre 
an plan polaire , et la relation (9) a tonjours lien. 

De ce qui précède résultent ces oonsèqnences , qn'B saBbn 
d'énoncer : 

Ls plan polaire étant extàieur à la swfacO) te p^ile est 
intérieur et réciproquement. 

£4 pkm s'èloignant d*t cntrs, te pâft ttn reproche «t 



Le plan passant par le centre, le pôle ett à Fùifini M r4ei- 
pro^emenL 



he plan étant tangent, le pèle est du point de êontact, «L 
icîpi'Q48enmt 4i ie 9(ih fH iw 1^ ufffv^ , te plmt «if Ion- 
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fi. L'éqMlloA (8) do plan polaire en y reiD|diçaitf F'a, 
Ft,Fe' par leurs ralous et ord<»iiaiit par rapport ia,b,e 
derônt 

<iF, + iFV + <:Fr4- Cx + C, + C, + 2E = 

en Gomparast cette équation avec (2) oa Toît qae U plat 
poUire d'un point ett U plan de la eowrfiï de contact q» 
Bomgpond à ce poùU; done, le pôle tfwi pion ta Vintv- 
tacl^ commune dti plant polotret de ton» la poii^ de et 
plan. Par cowéqnent, « un point àl dan» un plan, «m 
' pMm polaire pa»»era par te pôle de ce plan. 

Réciproqona^t le pianpolairt d'un point ett le lien géo- 
mitrique de» pôle» de tout le» plan» qui panent par et point; 
àoac,ti un point pa»»e par le pôle ^wi autre plfin , ton pdk 
u trouvera 5ur cet autre plan (3). 

6. L'identité de l'équatioa da plan polaire d'an point arec 
celle du plan de conlact qui correspond k ce point nous in- 
dique qne le plan polaire est pu lien géométrique d(«t le 
plan de contact n'est qu'an cas particolier. 
, En eOet, soit Aj:* + Ay+A'V+By«-|-B'an-f-B"jy+ 
Cx+G'j"\-Cx-^E=xO, l'équation générale des surfaces da 
deuxième ordre. Désignons par a, a les segments compris 
mr faxe des x entre l'origine et la sorface. Ces segments 
sont donnés par l'équation du deaxiéme degré 

Ax'+C:c+B = 0, d'où «+«'= — Jî «x'=—i 

de m<ta>e p, {f désignant les segments compris sur l'axe des 
y, ces segments seront dtmnéa par l'équation du deuxième 
degré 

A>-+C>+E = 0, d'où p+p' = ~; P^' = J 

Enfin , r. y' dfaigoant les segments sur l'aae des x, ces 
« sont donnés psr Téquation 
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AV+C"*+K=ft, iToù ^+^^—~-~ryr^'=J!!■ 

PreM»i> un segment sur cbacim dei axes, par exeople « 
•or l'axe de» x^ p sar celni des Xt «t Y Bor celai des z. \m 
ftaa qae (UtemiaeDt ws Iruis segnente a poar éqnatîon 



Le plan qni détermlae I«r tnris antres Mf^ments ni, ?, 7' 
aarail de même pour éqnalion 

^ + f+T = l. . 

■ » F 7 

Ces deox plans se «onpant saivant la même droite arec an 
Iroisiëmc plan qui a pour éqnaticâ la somme de leon équa- 
tions , c'est^dire : 

Or^ en snbslitnaot eopla'cede a+^'j P + P't 7+t'i **\ 
fp'f r/'t l^orB valeurs de ci-deasos, réqtialkwi de ce troi- 
rième plan devient 

Cr'+C'r-|-C"ï4-2E = 0, 

et l'éqnation (8) fait voir que ce deuxième plan est le plan 
polaire de l'origiDe; ioac la position est indépendante de la 
direction des axes , et il en résulta ce théorème : 

Si par un point fixe, on m^ne Irow lécantei renconfrml 
une mrfaee du deuxième ordre chacune <n deuxpoinii, «f m' 
Ton prend unpoint iftnfensclion tw cAo^ue licante, lepkm 
déttrmini par cet froti potnti sera eot^ par ce/uï des oufres 
poùUt restante , iwwnti une droite ^ut eera Umjourt rituée 
dam un mAne plan lonque l'on fera tourner let erfcontes iw- 
tour du point fiœe, et ce plan ura le pUm polaire du point 
fiait. 
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Donc , si parmi les séfaotes trtris peaveot deraiir tni- 
gentee, les points de contact seront snr le plan polaire «t m 
éétenàatinml la pmitiOD , ce qal expHque l'identitA de fé- 
qOatton de ce plan afec celle da plan de CMtaet 

On poomii oondura de ce ttatoHoM un Aotram p i u etéè 
pour constrnire , soit le plan polaire d'an point doané , soit 
le pôle d'an plan donné. , 

S m. 

i. Reprenons l'équaiion. 

*F«+pF,+-rF'f + Car+C'^+(ys + 2E=0 (2) 

de U conrbe de contact qui correspond à an point quelcon- 
que a, p, ^ de t'espace, et ^miaons le cas où le point a, ^, ^ 
est sur nne droite q^jdconque 

x=mz+s (10) r = «=-HA- (") 

On aora alors entre a, ^, f les deux relalions 

et sobsliloantces valcoFS de a, ^ dans (2), l'équation résollinle 
(mF'*+nF', +F, )y+«-F«+AF» +CaM-C>+C", +2E=0 (12) 

sera l'éqaalioa générale de Ions les plans de contact qai cor- 
respondraient anx divers points de la droite (10) , (1 1). 

Or la forme de l'équation (12) fait voir que tous les plans 
qu'elle représente se coupent suivant une môme droite , car 
rinterseclion de deux quelconques de ces plans scrah celle 
tirs deux plaiis 

mF«+nF, + F, =0 tlS) 

ffF«+AF,+Cr+(>+(r'a+«B=:0 (») 

dont les équations sont indépendantes de la variable ■{. 
On sait quele plan conjugué delà direction 
x = mzi jr= nz 



by Google 



qui est telle de la droite donnée (10), (H), est 

éqoAtioD du plan (13), donc la dn,i(e (13), (14) est dans ce 
plan, et il ea résulte ce Ibéoréme. 

Si P on circonscrit à une lur face du deaxiime ordre une tute 
de turfaca conique» dont les lommeU soient situé» wr une 
même droite , les plane de toute» let courbée de contact le cou- 
peront suivant une autre droite qui sera située doru k plan 
diamétral conjugué de la direetioh de la première. 

La droite (13), (14) aété appelée par H-Gergonne la polaire 
de la droite (10), (11). A ane droite de l'espace correspond 
toajoars doc polaire dODt on troarerait les éqaations en sub- 
slitaantdans(13), (14), en place de m, n,f,A, les constantes 
de cette droite. 

i. Réciproquement, supposons que le point a, p^ f se meuve 
sur la droite (13), (14), ce qui donnera entre a, p, f les relations 

L'équation générale des plans des diverses conrbes de cou- 
tMt qui correspondraient aux divers points de la droite (13), 
(14] , sera l'èquaiion (2) que l'on peut mettre sons la forme 

F.-^ + F>+f;z + Cx + C'P+C"t + 2E=0 (3) 
en y snf^osnt «r, ^, y liées entre ellas par les deux retatfons 
qui précédent. Or ces relations sont précisément cellea qui 
expriment qoe le {dan (S) coalieni la droite 

j:=m»+^{10) j-=M+A (11) 

donc, de même qae tons les plans de contact qnt corres- 
pondent aux divers points do la droite (10), (11] se coupent 
suivant la droite (13), (14), réciproquement tous les plans de 
contact qui correspondent aux divers points de la droite (13), 
(14) se coupent suivant la droite (10), (11), ce qui justifie la 
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dénomiDatiOQ de polairet cm^ugiiéei donnée par M. Gcr- 
gcmne à ces deax droites. 

3. LapcdaireconJDgi^de la droite 

x=mz-\-g{iO) x—ia-\-h (H) 

a poar éqaation 
njF,+nF'„-HF', = 0(t3); jF^-f-AFV+Cx + O+Cï 

+2E=0(U); 
réqaaiion (13), ne contenant que les coefficients ai^nlaires 
m, n de la droite (10) (11), est te lieu ^métrique des posi- 
tions de cette droite lorst^ae m cl n restant consUols on y 
fait varier gtA A; mais alors la droite (10), (11) se meut pa- 
rallèlement à elle-même, et (13) est le plan diamétral con- 
jngnéde la4irection cooslanteidonc 

La poUuru d'un sj/$téme de droitet partUtileM tont UniUt 
aituéei dont U plan diamétrat ctmjugué de leur directùm com- 
mune, et nous pouvons en conclure que* réciproquement : 

Lei polairet de toutes les. droUes lituéei daru un p^n dto- 
mUral lontparaUiies à la directiondonl eeplan ier^it le coh- 
jugué. 

L'éqnation(14) ne contient qoe lesconstantes^ etAdel* 
droite (10)(i 1 ], donc elle est le lieu de position de cette droiie 
lorsque g et k restant cooatanls, on j fait Tarîer ™ etn. 
Mais alors U droite (10), (11) passe par le point fixe 
■^ =«■)» = **; =0p et l'équation (14) est le plan polairede 
ce point; ainsi 

Le$ polaires d'un lyatime de droitet qui et coupent en un 
mime point sont toutes ntuéu dans le plan polaire de ce poiiU, 
réciproque menl, et les polaires d'un système de boites qui sont 
situées dans un tnimeplanpassenl toutes par le pâle de eeplan. 

i. Cliercbons la position de la polaire conjuguée (13), (I4j 
dans le plan diamétral (13). Omme cette position est indé- 
pendante du choix des axes, noas ponrona les supposer leb 
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que celui des z toit parallèle à la droite donnée (10), (11), ce 
qui exige que l'on ail /n=0, n = 0, et prendre poar plan 
des xy , ce plan diamétral conjugué de sa direction , ce qui 
réduit l'équation de la sarface à la forme 

Aj:'-j-Ay+AV + B'V+Cx+C>+C''z+E=0. 

Les équations de la polaire conjuguée (13) (U) sont dam 
ces hypothèses 

Ia trace de la surface sur le plan des xy est une c»niqne 

» = 0, Aj:' + Ay'+B''jy + C+xCy + E=0. * 

La tracedeladroitedonoéesur le méoie plan est un point 

Or la polaire de ce point par rapport à la conique est : 
z = 0, gV*x+hF'y + Cx-\-Cy+tE=0. 

Donc elle coïncide avec la polaire conjaguéo de la droite. 

Ainsi : La polaire-eonjuguie tCum droite de i'e*paee est Im 
palaire du point où la droite rencontre U plan diamétral con- 
jugué à ta direction , la polaire étant priie par rapport d ta 
teetioa <pu Uplan diamélral détermine tur la turface. 

On voit par là qae la polaire d'une droite de l'espage se 
ramène à la polaire d'nn point d'un plan par rapport à une 
coaiqoe située dam ce plan. 



THEOREME DE NIÎWTON SUR LES ASYMPTOTES. 
PAa m. t.BBEsairz. 

J'ajpulerai d'abord un mot à ce que M. Terqa(aB a dit 
dans lei Xouv. anu., t. IV, p. 14, sur les 4îaniètres dd 
courbes algébriques. 

AaM.MtUrata.VII. 36 
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Soit Q^-'-|-Q,+,j'-^+... ft. = Oj r*<)a!!iioî! ^'^ 
courbe algébrique de degré n; Q, , Q,.f.| ■ . . Q, sont cjes foop- 
tions entières de x doot l'one i)u mninj sera d'an degré 
marqaé par l'indice, le degré pp pouvant jai^aji ^|i|'msKr 
cet indice. La ligne des ordonnées moyenDCB sera dooç : 

Ce sera géuéralement ane courbe Tadle à çoQgf^ifjire, çv 
elle est du premier degré y et au plus du degré i-j-1 en x i 
mais si (if-n=(.ajc-\-b)Qi, on a : 

{n-»)j'+«:+fc=0, 
ligne droite qui prend le nom de diamètre. 

Si i=0, Qs est une constante. Qi=mj:-fn, la ligne des 
(K^kmnées moyennes, est toujours pne ligne droite j c'est le 
diamètre prdia«i|:e. Si i> % le diaqiètre Kta dit i 
Ces sortes de diamètres, dpat Wa^agaparlé, s(^( b 
en nombre r ou inrérieurs h n. 

On voit de plus qu'eu prenant un tel diamètre pour axe 
des X, l'équation prend la forme 

Qj'-'+Qi+,r"-*-4-:=P- 

Une ^qoatipQ él«nt ^oopée , on voit de foite s) la ligne 
0es ttrdoqaéps morenne», on celle des agisses qwyciines, 
p^ul être un diaqiètre ordinaire on (ioguliw- Cbeccbcmi si, 
en fnnmiy=px pour axe d'un nouvel axe des absdïscsx', 
la ligne des abscisses ne serait pas un diamètre (vdinaire on 
singulier. 

S«h.-Fg)+^y(|)+x-,(^)..,=0 M 

l'équation d'une courbe rapportée à des axes faisant l'angle 0. 
Si l'axe des y restant le même, l'axe j^ a pour équation 
y=px, on transformera l'équation en posant j'=^>j:+j'', 
j:^"a:Kl -|-^'-|-apcosfc=Px;et comme -==p-(-^, en siAsti- 
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taanl et ot^oaDt mf rapport k x, pnis rempfqfaDt x nr 
= OD trouTera : 

£-Ff+Tx-<--{r'rp+/f}^- -0, m 

de 14 OD M» !m ilJBip^tre pnUMire î 

. n^Fp+r(r'Pp+f)')=», 

m rektiTenteot aux axes primilifs ■ 

jT'p+(nFp-pF'p)x+/j,=l>. 

Le diapièlre ne pourrait être 8if)^ii)îfr QQ'Pn faisant djspa- 
rajlre le terme x"^ on eit pfMaiit : 

ï;=Aj.-+A,/'— +...A.=0. 



SI 



"■ (î)=?( V"+A.^«+-.+A.*"). 



d'où l'on parrient facilement à çtitle coacIosîoD, il y a la 
pins n (bamètret sïD^ers; il serait , je crois, saperflu de 
la dérelopper. 

Oeceqae Fp=0, on n'eo pent conclare l'existeacc fu^ 
diamètre sipgDlier correspondant à la éroi{ù;f=px, qa(: sj 
la condition de diTia|b|lité doQDée plus ha^il est satisfaite 1 
seoleipent dans tpns les cas t'^aatitm {b) montre qqc }çf 
dfojtes à'inva.\U^j'=pjF-^3i'paifa^èlts, mai^ T))rjab|^ avef; 
y'y ne peuvent rp^ponlrer la confia! en plus Aç n—\ ppi(|(j. 
Par celte r^isofi or pp^^ rfgaçder cçs jécfmiefi cony^p n^- 
gutiirei, en nommant ordinaire) celles pour lesquelles oi\ fi'g 
pBBF^=0,4agDclc4silpçp|jaYoif {) points d'iotefseclinHi. 

Tltmi Ipq fteqntes «iiumliàres ôntom/ifit par Vét}B|itiQa 
yi^pjF-^-j! spoa if condhion Fj^^tû^ il faut reifiVniMf g«U» 
p(Hirl9qqeU«yimitdélenpinéfarréqMiou 
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réqoalion [b) inonlrcrait alon qœ les li^ea droites d'éqna- 
tion 

y=px--^i (F;»=0) (c) 

ne peaveat rencontrer la coarfoe en plas de n — 3 poinl*. 

Examiaous de pin* près ce* sécactes ttnguliirei. QuDd 
rèqnatiOD (b) est mise sons la Tonne 

s'il arrive que k valeur dey qui doaneQ.^O doinoaani 
Qt~Q>--=Q,=*0, réqtutiou [d) sera déoontposable , et la 
droite (c] sera bd nombre des Ii|tnes représentées par l'équa- 
tfOQ donnée. Ce cas étant laissé de côté, si on donne fc/ 
non plus one ralenr qui reade Q,=0, mais Q, fort petit, 



aurait nécessairement des racines fort grandes approchant 
de pins en pins de l'infini. Deux cas penvenl se préseoltr 
( il serait peu utile de donner ici des exemples , chose d^ 
faite dans ce rocoeil] : si parmi ces racines infinies il y en a 
de réelles , la ligne [c) sera dite asymptote vraie; mais n on 
radoes infinies étaient imaposires, la ligne (c) ne serait 
plus une asymptote, autrement ce serait nue oiymptofe 
fcMtêe. NewtCHi a donné uo théorème génial sur les couriKS 
algébriques, et qui s'étend aui asymptotes tant vraies que 
faussés. 

En voici l'énoncé : si une courbe dn n* degré ayant r 
asymptotes est codpée par ude sécante, lavoir les asyaiptotes 
aux points a,, a,...a„les branches correspondantes d« 
la courbe aux points &,,'',.■. i„, 'la somme des s^menti 

*',b„ a,b, a^b^ sera nulle, c'est-4-dire que la sonsme 

des segments podtili étant S> cdle des segmenti négalifli 
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>. Ainsi poor l'hyperbole conique on a deaxiegmoitB 
égaux en valenr absolae. 

La dànonstratiOQ s'établit en qaelqces mots, an moyen 
d'an Ibéorème de M. Lioaville. Si l'on a pris l'axe des^ paral- 
lèleàla sâcante,le8asymptote8seront domtéesparréqtutkn 

en inf^KManl 

/p^Jip-^-i-Bjr^+ ... +B_. 

Mieat p. p,,..p^ les R racines inhales et réelles de i'éqna- 
tioD F/>=0 ( nous laisserons de cdlé pour abréger le cas des 
racines égales, quand dans ce cas il 7 a néammoins n 
asynpptotes , ce qui exige des équations de condilioa ) , oa 

iar»p.+p.+ ...-i-p'=~ ^. 

Soient Y,. Y. ... Y. les n ordonnées aux asymptotes pour une 
e donnée x , il viendra : 



ï.+ï.+-.-+ï.=(?.+/'.+-+?J^ {^ + è + •■■ -^ FX ) 
OU encore : 

E.'rr=a;I,>— 2."^- 
Or S,V^ — r> ^* comme on l'a vu dans ces Annales, 1. VI , 
p. 128, ligne 12*, 

■ F;>~A 
{ en changeant convenablmieat la nolation et corrigeant une 
fonte de copie, qui vient de ce tfaei 

.,+^.+i...4*>.=-4'-4 

et non — jB). 
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On » done lï = . 

m M Itdur M niettlli !tt>sdssd ^, It-j ofilonit^^ K là c^ilîrbe 
Boat J-.. ^, -Jf, , on a y,-\-x. ... +r, =iJ- = j— t 

donc 

2"Y=0 ou l*(t— ^)=0, 

ce qui est précisément k Ihéorème de Newton. 

Eu voici une cobséqnericé (milr le IrbLlième degré. Si deux 
segments sont dbls , le tfQlslélne s^rà snsii nnl , d'oà ce 
.Ihéoréine. 

^iiand une courbe du troisième degré rencontré ses troit 
asyînploles en trois points, ces points sont en ligne droite. S'il 
ii'y ii qtië iiêiu points d'intersecliun , ils sont sur une paral- 
lèle à l'une des asymptotes. Cela suit d'ailleurs de la forme 
réduite de l'équation des coart»s dH (rblslémc d^M; il WA 
asymptotes. 



SUR UN POdtUIATUM DE GÉUMËTRIE. 
VAK M. OATALAM. 



Dans le cahier de mers , je Tois use Dot<J de H. Brekn 

( de Gbamp ] , intitulée : lUduction d'un postulalum de 
M. Calaian au poitulaitim d'Euclide. L'âuteiff de celle 
note m'a fait ua honneuf' que je n'ai pas médlé : le poslu- 
latom en question , s'H en de quelqu'un , n'eet pas de moi. 
il est bien vrai que dans la preiace de mes Élémena de 
géométrie, j'ai cité ce postdratuiu comme j'èo aurais pu ciin 
d'autres ; mais je u'ai pat sotgé h ëa revendiquer la pn*- 
friété. JlgDure si l'on peut, eo toute rigueur, rédwie et 
postulatuBà eeluid'Eoclidutetje regrétUsqdlM. Bretcu, 
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qd) a flubllé àins tolfe joiiroal et ailleurs dés ffavadi eiit- 
ptêfhts d'dH remarquable esprit d'inventioa, ait cru alile 
d'ëssdycf cclië rédlicllbii. 



SUR LE MEME POSTULàTUMj 



pak m. a. ■bbhakb, 

PtoltUBat air Ijcte de Toun. 



Je TieiudA lire ùoe démoiistrttloa propoeèe par M. Brfllttti 
( de Champ ) pour la propoflttiOD (A) : 
< Deux droite^ ifiijéQoted ëtant situées de part et d'tiatrë 

■ dans un même ptad ; si 18 première a deltx ('"'''t^ iitatà 46 

■ cûié et d'aaire de la seconde, elle rencontre celle-ci. ■ 
{Àtinaîes îsis, page 93.) 

Pour le fond , je n'ai rien i ajuater k la note ; qoant à la 
démoDstratioD , elle ne semble singulière. 

i' H. BrelOB admet que la médiane da triangle isocéh 
est perpendiculaire sur la base j comment le dérnootre-l'il 
sans employer la proposition (&) ? Olte dernière aura paru 
dans quelqu'une des propositions aolérieares. 

3* M. Breton admet implîdtemenl que si une droite en 
relilitJnlre iidc atitre d'un cAtS, elle passe (lé l'autre cdlé; En 
qiibt fêl-ce plus ciaif que la proposition (A)? 

Qnctj^ues antres vérités dont se sert M. Breton no sont 
pas pilis' Incunlesla'blés que la proposition à démontrer. 

t>àrmi lés dèmonslraliods qui m'ont {biijoiirs paru inuliles, 
pcrîËëliéï- iuoi d'en citer uiic. 

Â peii jirés tous les géomètres fih»theiit a déiubnircr que 
paf lin jtoint d'tinè droite on pent élever lï cette droite une 
perJMibdltulé^rc, el tihé seule, aulreiueol une droite et une 
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nnle parta^anl en dcnz parties ^alea l'angle total. Aoem 
ne s'est encore avisé de démonlrer qae snr noe ligne limitée 
il existait un point, et un seul, partageant cette ligne en 
àaa. parties égales. Pourquoi une démonstratiou poor l'une 
de ces vérités plutôt qne pour l'autre ? 
IfoU. Ecoutons Pascal :■ Règles pour les déiDOlistratiODa: 

■ I. N'entreprendre de démonlrer aucune des choses qui 

■ sont tellement évidealc» d'elles-mêmes qu'on n'ait rien de 

■ plus dair pour les prouver. ■• ( Pensées,!" partie, art. t 11.} 
Beaucoup de géomètres eut une teadaoc« à s'eiercer sur 

IwnoHoHS communes, car c'est là le vrai nomqnelesancieQs 
donnaient à ce qu'on appelle «momej.Wolf va même jtuqo'à 
démontrer que le tout est plus grand que sa partie, et k cette 
occasion d'Alembert dit que lorsqu'on a lu de tels r 
menis, il ne tient plus qu'au lectear d'en douter. 



BIBUOGRAPHIE. 



Cbui DK cÉoH^niiE uiu.TnQOB DB u spHËm, par M. A. Borgnet, 
proresteur de mathématiques au collège royal de Tours 
( 12 jnin 1847 ). TouDrs , in-8° de 39 pages. 

Les trois êtres géométriques, le point, la ligne, la surface 
peuvent être représentés de position et de ftH-me, an mofen 
d'une kiGnité de conventions, auxquelles on donne le nom de 
wgitimtt de coordonnées. L'esprit mathématique consiste à 
ikt&irlosjatèmoqai mène le plus aisément, le pluspromp- 
temenl aubot, et procure les plus nombreases coDséqueaces. 
Le sjrslëme le plus usité est celui des projections d'un point 
sur trois droites fixas; le mouvement d'un point dans l'espace . 
étant connu par les mouvements de ces trois projections, ce 
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sjaUme * rsTantage de lier la cynétnathiquo h la géométrie 
et de n'en faire qu'une seule science ; c'est sar celte identité 
qne Newtoa a établi , de la manière la plus întnïlire et la 
plas salisfaisanle, le calcnl infiniléaimal, par la méthode des 
viteises aotremeot des fluxioru. Dans le système projectif, ou 
opère les projections par des droites , lignes géodésiqnes du 
plan ; chaque sarface a sa ligne géodésique détenninée 
comme la droite , généralement parlanl, par dcnx conditions. 
Les belles découvertes de MM. Gauss et Jacobi sar ces lignes 
permellent d'espérer qo'on ponrra étudier chaque surrace à 
l'aide d'an système de coordonnées géodésiqnfls , propres à 
cette surface. Déjà M. Gudermann , professeur è Munster, a 
réalisé celte idée, il y a dix-huit â dix-neuf ans, pour la sphère. 
Il prend pour axes deux lisses géodésiques, méridien et équa- 
tenr, et projetant ensuite orthogonalement chaque point de 
la sphère sur ces axes par des lignes géodésiques , il prend 
pour coordowiéa les ttmgeniti des arcs interceptés snr les 
axes, depuis l'origine. Au moyen de cette convealion, une 
ligne tracée snr la sphère est de même degré que le cdne 
. concentrique ayant cette ligne pour base; ainsi un grand 
cerde est du premier degré, on pelit cercle du second degré, 
de même l'ellipse sphérique, etc. San» connaître ce travail, 
H. Borgnet a eu la mtme idée et l'a exécutée de la même 
mai^ère. Le savant auteur a donné une analyse complète de 
son mémoire (V. p. (47} qui vient de paratire, antidaté 
pour prendre date. Des calculs simples , des formules utiles 
et élêgaules , rendent cet opascule précieux i l'enseignement 
et même à la science , ce qui n'est pas la même chose. C'est 
de la bwine analyse ; beaucoup de faits tntéiessanls et peu de 
paroles ; te contraire de ce qu'on trouve ordinairement. On 
lit à la page 2 : • Nçus ne connaissons pas la mdnièrc de 

■ MrGudermann; ce qui nous porte â croire que notre ana 

■ lysc diSËrc de la sienne, c'est sa limplicilé même. Il nous 
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> StiHRli>i|a'bdë ailatj'sc si simple serait plas répandue, gj loi 
■ Jjftlicipcs èû aTaJént déjà élé exposés. » EiJ cOél , cette aiiâ- 
ifse, côfiiiijli iioiis ^vons <)it, csi (rés-simple ; toalclbis eliè 
de (tlltfetc 1% t-tcn de cclli^ âa prufi sseiir westpnaliea. M. Bor- 
gtiet csi ëlbnn^ àk ce qiic des principes sî simples âèpnîs si 
lodglettljiâ éîioticës sbièDÎ encore si peii rèpàndas. Il est peat- 
étf é [iiiroits d'être ebnîié de cet étonnemeot. voyons. Le syt; 
lètfil! dfs cbbftJdnnées linéiirés, de M. PiucKer, si simple, n 
r&DSn, itiirodliit il y a tftic douzaine d'annéeii et préconué 
nilgiJël'è ))af M. Finck , csi-il pratiqua, est-il coiina^ La mé- 
Ifio&e des bomogèiies depuis longues anîi^s employée en 
AUëinagriG, en Angleterre, est-elle connue? Bien plîis : les 
méthodes projtctiTOS, rhctamorphiqucs, de réciprocité po- 
liilre; produits iriBigènils, sobt-elles bien répandue^? ttàhis 
ntltrc iiàys, It ii'y a que les théories utiles qui se propagent 
proid^itemeiit. tliiles Sont Èeùlemeiit celles qui serrent aux 
eX^ciis, àHx leçons, hn d'auti-os termes, les tlî^ries qui k 
patient, il ne faut pas s'en plaindre j c'ast bicii là le devoir, lè' 
tfa^â;!) hit tlK)fe£scur que j'ai accoînpii longtemps lé molilï 
mal (jtt'il in'a hlé possible ; niais, comme tout autre iràvail, il 
doi( fËtiJre SVibs cesse k se (tcrfectionner ; donner pliis cle pro- 
duits, itc meilleure qualité, avec ftibins de [leine. Voulez-vous 
portée l'eiiséignejncnt aiî nireaîi actuel de la sdénce? Il n'y 
a qu'tîlt fiioyeiî, el it est iîifaMiible. ciialigez vos pr(^amibe 
(fcxamtitis, suflujit ccliiî de l'école polyleclinique , le plus 
idSlimtâôl, lé plus arriéré itc iJius, vous opérerez une févb- 
lulîbn salutaire, laiis cfaîiidrequé l'avenir àtt démente celle 
épilbète. Il est toîtleiôis vrai ^iiè ce genre de févMutîon ne 
s^uritU eicîler l'enthousiasme des ignorants, partout Ici-bas 
en nii^o'èité , ni liièmc parmi lés savants ; aûcuiic ambition , 
atituti'ë tfJnioi^se' (l'htiiineurs , îte rëpulàtioii, d'argent , ces 
loctiUlullves âb niuulic uf^L'ièi, iic suiii mises ii-i êd jeu. 
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V(4ci ce qoe m'écrit an des plas savaDta profesBearB dellJ- 
nivemléetqaeje n'ai pas le droit de nommer; «Il est de fait 
a que niiià Ae Iràddlsbtis guère éi qae nous sommes arriérés 

■ même en mathématiques pures. Un second fait est qu'il ne 
■' snflBt pas de traduire, il faut encore publier, et s'il estpos- 
• sible résumer ; or, dans notre malheureux temps où l'intérêt 

■ personnel et pécuniaire est trop souTeot l'unique mobile, 

■ qui fera publier ces traductions? Cela no devrait-il pas re- 
' garder lé mÎDisi^ré dé l'instruclibn puDJiqde ? Ceiti pose, je 

■ me dis : Au lieii d'attendre , pouf donner à cèiix dès pfo- 
» lessénrB qiit travàilient , une' pension de retraite sufiisante, 

■ qu'ils aient usé leurs forces par trente années de profes- 

■ sorat , ne vaudrait-il pas mieux la leur donner quinze ans 

■ plutôt, en iiictlant pouf condition obligatoire que chaque 
» professclir prendrait connaissance de ce qui parait à l'o- 

■ [ranger sur l'objèî spécial de ses études él éîi pilblîeràlt 
» iin résumé méthodique, aux frais du tninislère de l'instrùc- 

■ liun publique ?» Ce sont là îles pia desiderùi qui se réalise- 
ront, selon Mercier, l'an 2440 j faut-il s'en affliger? Rappe- 
lons nae excellaile observation de Bradiey ; pour n'être pas 
astrobmniqne , elle d'en est paj moins (riine gradde justesse. 
La reine Anne , vmtHlit l'OtiiieKatotfli , fka^àH iù^b^ de 
l'illastre dft«ctear de ses appointement» et les trouva modi- 
ques : Que Totré Majeslè Ée giraê bien de les augmenter, 
reprit Bradley ; si jamais la place est bien rétribnéc, il est à 
craindie qu'on ne la donne plus à an astrtinome. ■ Si l'on 
admi.'l des ntrtàte$ exeeptiontuUt», il est k craindre qu'on ]ès 
accorde nen à des Le^dre , à des Idcroix , blanchis dans 
l'étude, nais à d'àf mables professeurs dé salon, vieillis dans 
la courtisanerie. Ortes j si les règlements libéraux sont 
rares , leur juste application est quelque chose de plus rare 
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SUR LES NORMALES AUX CONIQUES. 

VAB. M. CATJUAJT. 



{ ReeHficatiim. ) 

Une grare erreor de calcul s'est glissée dans l'artide Sur 
hê aormalet aux eoniquet, iosérédaDsle derçier Dumëro 
des jtnnaU$ (p. 337). La Gd de cet article doit élre mcxtifiée 
ainsi qull suit .- 

9. Si i'équalion (12) a ses trois racines réelles, l'éqaa- 
lion (10) représeoteta trois couples de droites. Nous allons 
Toir que , dans la même circonstance , il j aura qnatre nor- 
males passant par le point donné ; et , conséquemment , qoe 
les trois couples de droites Iwmeront un quadrilatère corn- 
jilet avec ses deux diagonales j etc. 

10. La condition de réalité des trois racines de l'éqnatiOB 
(12) est : 

. {a'p'+bY--ef]*+27a'b'e*pY<:o. (13) 

Pour simplifier c«lte inégoUlé , posons : 

pelq peavent élre supposées potitireg; donc ret s le seront 
pareillement. 

L'inégalité (13) devient d'abord 

d'où 

/^ + «'— 1+3n(<0. 
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On rccooMlt facOeinenl qae le premier meoibre est divisible 
par r-f-' — i, et qoe le quotient peut se metlre sons la forme 

Ce qaotieot est donc positif; et rinégalilé précédeate se ré- 
duit à r-f-* — 1<0, on 

Celle-ci ex^me qae le point (p,q) est iolérieur k la déve- 
loppée de l'elKpse , et , conséqnemment , qu'il J aura quatre 
ocmnales passant par ce point : la condition (13) exprime 
df»c la même chose- 

11. Remarquons en terminant que ce qui précède donne 
le moyen de ramener la résolution de l'équation du quatrfhne 
degré k celle d'une équation du trcnsiëme. 

THÉORÈMES DE M. STREfiOR 

Sur «Il trimgU formé par trou ara d'hyperboles iqvilatèra 
etmcentrique$ ou par de$ parabole» tonfocales. 

I. Lemme. Deix hyperboles concentriques s* coa)>enl 
orthogonalenent lorsque les axes principanx de l'une sont 
la asymptotes de l'autre , et vice vtrsà. 

II. LtmM. Ueox hyperboles équilatéres concentriqQeft 
ètaol donnés par les deux équationa 

^es axes étant néceesairemenl reclangulairee), si Ton a Il,6,-f4 
=0, les byperbfries se coupent orlho^nalement, et «îce vtrià. 
Obatrvatim. Si B, 3= , alors B, :=: » ; la première hyper- 
bole étant alors rapportée i ses nxes principaux, la second» 
doit noir ces axes poor asymplol» et prendre la forme Bxy 
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+F=0icc flu-ppobïienïçn fenoel^Df H. ^ ftiK^'^ 
e| fifsaiit enraitf) g=p. 

III. Théorème. Étant (lpD|ié un triugie plan fonné par 
trois arcs d'hyperboles éqnilalères concenMqoes, si par 
Gbaqoc sommet ou Taïl passer nne hypertKriQéqailalére con- 
c«ntriqae aux hyperboles données, et rosp«:tiT«nent per- 
pendiculaire an cdté oppps^ , |e^ tipis hyperboles qa'on 
obtiepi ainsi vont conconrir an m^Vff Ppjn( (âfff^}* 

Dimmitrati^tn. Soient 
x*-\-^x—je'+F,—0; y + B^y-x' + P.ssftj 

las équations des trots hyperboles concentriqaes dcanéest 
rhy]ïerb(4« éqoilatère, passant par l'intersectioa des deux 
premières et anssi coDcmfriqQe , a une éqofttîoa da eeUe 

forme: 

-■+^---+'-^'-^"'. 

A ^^{if on maUi|dicateaT- qoalcqnqH»- Pwff goe çe^p 
coarbe cqiipe orttwiKaDq)0[pe^t la trQ|»iàm^ hyp^cbol^* ^'^^ 
doit avoir (£«nme{l) £-——'. B,+*=0. Éliminant;», l'é- 
q^lion (1) prend la forwe 

B.(B,-B.)y-4{B.-BJay-(B,B.-B.)^H*.(BA 

+ *l-F.fa.B,+4)=f=û. 
Les d«ox antres Iq'perboles ont ponr équations t 

B,(B.-B>*-*(B.~BJ:V-B.{B,-B,)x*+F, 

(B.B,+ 4)-F.(B.B. + »)=e 
B.(B.-B.):C* -4(B,- B,) oT-B.lp.- pj ^+F. 
(BA + *) — F.(B,a.^-*l=«- 
(}r, gne gtvlcoaque de ces équations ^L la diQHVnfifi i)^ 
dc^x «utr^i floDc les trois byptrbolcs passant mr 1^ <Ny 
tafmt» pointa, c. q. f. u. 
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Oburvation. Loraqae dcax courbes coMtnlriquf^ se 
coopent , les points d'intersection «ont (oojonrs ep pqmbre 
p^r, el symétriquement placés par rapport aa centre. 

IV. La méthode projective orthogonale fournil le théo- 
rèmfl g^p^al spivqo t ; ét^ot donné un triangle plan TonoA par 
trois arcs d'ti;per))Qles concentriques, et dont Iw asjmptoles 
■onf conjuguées reepeclirement pac rapport k une ullipea 
Hpelconqpe lincée flans le même plan , si pac chaque somiiMl 
Von mène une hyperbole concentrique mx précédentes, et 
lepp qii'ejle conpp le cOté opposé en nu point oà les denx 
l^ng^tes KteRt ei>pjuguéea par rapport k celte même dlipM, 
ks trois hyperbolp? psfsent par les deux mtaies poiqts. 

T. La méthode des polaires réciproqoes mine à dtantres 
théorèmes. 

Lemme. I. La polaire réciproque d'nne hyperbole équila- 
tére relativement à un cercle concentrique pris poor ligne 
directrice, est une hfpertole èqailatére concentrique scm- 
Uablement placée. 

i^amite. IL Deux hyperboles équiialJres concentrîqots 
Mit en commun des tangentes parallèles. 

Lemme. IIL Les polaires réciproques de deux hyperboles 
éqnilatèrea concentriques et ortbt^onales relaliTemcol an 
même cercle concenlriqae, sont dens byperboleséqnilatëres 
concentriques se coupant aussi à angle droit. 

Théorime. Élaol données trois hyperboles équilalércs 
concentriques, si l'on mène une des tangentes commancs 
respectivement à la première et à la deuxième , à la deuxième 
et i la troisième , k la troisième et à la première ; si l'on mène 
une hyperbole équilalérale concentrique louchant la première 
tangeulc et perpeudiculaîre à la troisième hyperbole , cl de 
même pour les deux autres tangentes , les trois hyperbolps 
auront nne tangente en commun. 
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VI. Les hyperboles éqailatères données par les {qaalioni 

y + B.JCj- — x^+F, = Oi y^B^~a:' + F. = 

»ecoapeatsongui>«Dgledontla tangente est égaleà— j^j - ^ i 
donc les polaires réciproques par rapptwt ^ an cercle direc- 
tear concentrique se coupent sous le même angle. 

VII. Un théorème analogue au premier a lien ponr les 
ans d'hyperboles équilatèrcs bissectrices des angles dn 
triangle donné. (Strebor.) , 

TIII. Deui théorèmes semblables aux précédents eusient 
encore en cousidéraut au lieu d'hyperboles éqollaltevi coo- 
centriqaes des paraboles coiifocales. (Strebor.) 

Obtervation. VU et VIII restent à démontrer. 

ANNONCES. 



Messiwiishb ou RéfcHine absolue du savoir humain , i 
ment réforme des mathématiques comme prototype de 
l'accomplisemenl final des sciences, et réforme de la phi- 
losophie comme base de l'aceomptissement final de la rdi- 
gion ; par HoSné WronskI. — Complément historique ei 
didacUqne, i-cccxxvii; Réforme du savoir humain, 1-5C. 
Prix: 60 fr. Paris, Firmin Didot, 15 août 1847, tki, 
1-392. 
C'est le premier volume d'un ouvrage qui dmt avoir trois 

volumes. On voit , rien que d'après le titre , que l'auteur n'a 

pas dépouillé le vieil homme. Toujours de ]a fnméc myslique '. 

CuiiBS couPLiT d'uxî^rb ALivEifTiias jusqu'à la théorie du 
plus grand co.umuu diviseur, exclusivement; ^l'usage des 
élèves qui se préparent aux écoles du gouvernemt»! , 
par M. Guilmin , ancien élève de l'Ecole normale , pto- 
fessearàPariSj chu Carilian-Gœury et yiclor Dahnont, 
libraires, quai desAugusIins, 5â. 
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Sur U pOÊtuhhim d» géométrie éoHi it eit qiuititm f. 9S, 
3W et 391. 



*Am M. smavoH ( vm auui 

IngéDiau dn pond at elunu4«i. 



Les otMerratioi» miqucll» ce poUulatum a donné Ueo 
■le font croire que ma pensée n'a pas élé bien comprise, le 
ne me sais pcriot proposé d'établir démoiutrativement des 
dioKS éTidenlea par elles-mCiDn , ce que tout esprit acnié 
Ironre justcmeol ÎDalile, mais de faire voir qae dans beaa- 
floup de cet propositions qui lool des quati-axiomta, et pent- 
êtro dans toutes, 11 n'y a , au Tond , qu'une seule et même 
dUBcntlè ; ce qui est bien différent . 1 1 me semble qoe cela n'ett 
pas indigne de l'altenlioD des géomètres. 

Quant aux objections que M. Bernard, professear an 
Ijcée de Tours, élére contre ma démonslralion , je sais pn- 
■aadé qu'il en fera Ini-ntéme jnilice, s'il veut prendre b 
peine délire la proposition XII du I** iirredela Géomélrle 
de Legendre. On 7 démontre, sans le secours du poUulatun 
en question , lequel n'apparaît d'ailleurs dans aucune des 
Impositions précédentes, qne la droite menée da sommet 
do triangle isocèle an milien de la base est perpendiculaire 
k • Poar savoir si l'on peut démontrer qu'une droite 

qui en rencontre une antre d'an cdié, passe, étant prolongée, 
det'autrccAié, M. Bernard n'a qu'à rccoorir aux quatre pre- 
miérps propmiliuns du même livre. 

Après ces explications , j'ose eapérer qn'on Toadra bien re- 
garder ce petit débat comnM terminé. 

Ann. M MitHtM. VU. M 



by Google 



^ 40Ê- 
Nate. U eM à tegsittts qu'tm ne BuUe fu m t61e 4M 
Éléments,]» dislinction que fait Leibnitz entre lea idéet cer- 
taines et clairet cl les idées eertaitu» et non clairet (*). Il est 
mAne ^ rcBHH^oer qae ee4enriv genr* d'idéet pvtKsle le 
plos grand degré de certitude t elle» tiennent à la nature in- 
time de l'esprit huoiain. Telles sont , en philosophie, les idées 
de t'exisleoce, dn moi , et l'idée m6me de Al eerlitode ; telles 
sont, en mathématiques, les coulacts de divers ordres, les 
rapports Bois entre quantités naûaantes, idées cerlaÎDes et 
qu'il est impossible de rendre clairei ,- de même l'idée de la 
direction et de ridenlilé de direction qui constitue le paral- 
lélisme. Il faut bien qu'on arrive enfin k des idéei non expli- 
cables el à des mois non définissables ^ là , il faut savoir s'ar~ 
réter. L'avantage des mathématiques est de tirer avec une 
extrême clarté, des consi'quences immenses d'un petjl nombre 
de notions obscures maïs certaines. 



sua Là DIËTSRIIINATION ANALXTIQjUE. 

des fo^en dtmi le$ eotùque». 

VAM X. A. 9. H. T. 



Le calcnl des .caordoiméc» dfs foyers de l'ellipse et de 
l'hyperbole, dunné par mon ingénieux et laborieux élève 
M. Paul Serret, à la page 302 du présent volume, peut être 
présenté beaucoup plus sin^emeut qu'il se le fait, luut en 
s'annijaQl sur le même principe. C'est ce que l'on peut voir 
dans les Mémoiret de la Société de XÀlle pour i 830 , où j'ai 
établi ce calcul i peu |vés comme il soit. 

(0 Voli,BtMiitirephil«ioplit,«iiiitMUediitl>cUBii. 
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En bisint d'abord 

R'=B'+(A — C)S 

K — A-l-C+ll, K'=î:A+C— R, 

on k pour les carrés des valeuTS des demi-axes et de la 

detni-^xcentricilé : 

a'=:2EG, ô" = 2K'G, c'=*GR, 

Eormoles dans lesquelles 

G= ^ . 
4AC— B" 

Ensuite, T et tf reivéseotant les coordonnées des sommets, 
ODaoDOore, enlaisantHsA — C+R, H' = a.— C— Ri 

R ' H ■ 

Enfin, ( et u reinrésentant les coordonnées des Toycrs, Il 
suffit, soit de poser la proportion indiqaée par M. Serret , 
comme je l'ù fait dans l'endH^teité, soit, plna simplement, 
comme je l'ai fait depuis, d'établir la proportion 

(•:«':c*::'r:U':A% 
ce qui' donne : 

r^sSHG, »'=— SH'G. 

A la vérité, les axes cowdonnés sont ici sopposés melangn- 
laîres ; mvs 1* méthode est la même pour des a^M qnelcon- 
qoes; seulement les résoltats sont nu pen pins compliqués. 

p. S. — J'avais déjà en l'occasion de rappeler, dans It 
Giomèln de M. Gaillard, p. 14t , le théorème sur lequel 
s'appnlc M, Serret , ainsi que l'usage auquel il l'applique. 
En même temps, j'en aidédoîtce corollaire : 

La eoupUt de coriet meniapar un fiiyarparatlSemmi à tm 
syitime dediamiiret eoigugvéM, forment wu tomme eotutanU 
dont rsHtpse et «ne diffèrmee emsianU dan» Phyperbole. 

Cette tomme ou cette différence ett celle de faxe fàeei et 
duparaÊHUrede la court». 
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SUR LÉQUATION 

qui donne les ûxa principaux da turfaeei d eaUrt 
du second degré. 



(1) Le calcul de celle éqnalioD est |»«sqae ausu liaple 
en parlant de coordonnées obliqaes qa'eo parlant de coor- 
doooées rectangulaires : on doit même dire qu'il est ploa 
simple en ce sens qae t'éqiiatioa générale condait immédia- 
tement à du théorèmes que no donnermit pas l'éqnatioii par- 
Ucali^. 

Soit la snrface h centre 

A,r'-f^^-f-C»'+2<7yx+2Aj:!+2cjy=ï. (a) 

SI l'on rend maximum ou miDimuio 

sons la condition (a) on aura les éqoalions 

jr+:rrOfrf+scO!tp _ j'+»cnSii+.rrog7 _ z+.rcotip4yco'« 

Ax+Cj'-t-bz By+az+cx ti»i-6i--Nu' ' 

que l'on obtient vocorc en eipritnant que le plan langent 
en {■r, y, i) est perpendiculaire sur la droite — = - = -. 

Le syslème des équations (b) , (c) fait troQTer les «ses 
principanx. 

(3) Si l'on Tonlail éviter l'emploi dn calrol diOérenliel , 
Toici l'ordre de propositions qn'on pourrai! ailoptcr. 

1* Valeur de la diMance dra poinl!» (0, 0, 0], (x, y, %) pour 
an Bjslémc de cowdonnôeA obliques, on a : 

r'=jr*-|-j^+ï'-j-SiyMOa«+2trcosP-J-^xcOÉ7. 
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S* Tilrar des «winus de rnngle de deux droites ; 
3* Valeur des coùnns des ingics qn'iiM droite bit ifec 
les trois sxet ; 

4* Équation d'an plin perpeDdicnlaire à une droite qui 
bit avec les axes des angles 1 , fc , * , et à ane dûlaoce r de 
l'origiite c'est encore : 

«coBl+^cosft + scoa»— r, 
5* Condition do perpendlcolarilé da plan 

A{X-:r) + B(Y-j') +C(Z-z)-0, 

X r 

e— K— = 
X y 

_ _ _ . 

Si l'on suppose qne le plan soit langent à la sarface d'é- 
qaatioQ (n) on a 1rs équations \e). J'ajouterais à ce qui pré- 
céda qae le volume du parallclipîpéde H = j^z devient 
pour ks coordonnées obliques > 
H=;^r»\/(f— cos'« — ««"p— cus'r+icosscoaPcuaT). 
(3) Ceci posé, pour résoudre les équations (() (c), multi- 
plions ks trois fractions {c\ respectivement par -, — et -j 
pais ajoutant terme k terme, suivant le procédé de M. Cauiby, 
nous aurons r' pour valeur commuoe des trois fractkns; de 
là les équations 

a:{l — A0-fr(cos7— c0+«(C08p — 6r') = 0i 
x(coS7— cO+rC* — Br') + x{c««— ar")»©} 
x(C08p — ir*)+^(Cos«— fl/')-|-ï(l — c/'jsO. 

~R' 
a de la romw 

Kr"— 1^ + M^-N=0; (d) 

car P, Q, K sont des fonctions de r'. 
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Ayant troavé les trcris Tiknra de r*, l'éqaaUOB 

r'x=x'-{-y-]-t'-^ayzcf»ai-\-2xtCCêp-\-ixyXM7 
Pa Q 

délient, icao8edex=—, ,r^=gz: 
,>= ^. CP'+Q*+R'+2QRcoBa+2PRoc»H2PQooB7) = ^ . 
On aura donc -. 

ce qui cdUiiplète la Bolntkui. 
Calcal fait, lesTalean de K, L, M, If soAt . 
K= ABC+ aaic— Aa'— B6"— Cc\ 
L=AB + EC+CA— c*— *•— •• 

+2(ftc— aA)cosa+2{<ic— ) |3+2(aô— cC)O087, 

M = Asin'a+Bsin'p+Csin'Y 

— a (co*»— cospcosï) — ft(cOBp— c09«a»ï}— c(co97 — commbP), 

N = 1 —««■«— cos'p — coe'T + 2c(»ic09poo§7. 

(4) Si l'on pose cogn=:Gosp = cos7=0, d'où 

Bîa'«=8in^=8în'7=l 

et qa'oa change r en - , on aura l'équalioo ordinaire. 

Si„ l'on pose ii=2i==:c = 0, ce qai suppose que l'équaliM 
kâ^-\-By-^Cf' = i représente la ^niface rapportée 1 im 
lyalèKM de diamètres eonjognés , l'éqQatfon derioit , en 
divisant par ABC s 

''- (î+î+Ê) ■*+ ( œ''°'-+ife"°-P+à»°') -■ 



qui donne de suite trois théorèmes relatiTs su parallélqiipède 
des diamètres conjugués. 

Sans entrer dans plus de détails, il rst ai<é de reooaoattre 
qu'il y a réellement simptJficatkM.' 
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L'équIIoD géatnla (rf) a W tnwvét d'ooe «otn DunJàre 
pv H. SaoM (J. da Cndle, t II , p. S%7) i tlle ann probt- 
Mement déjà été oifoaée ceuMe il a été £ut pli» haut, car 
c'est rimitalion d'ane soIdUod bien coanae. L'objet de cette 
note m poat donc Mre qa« de recommander l'application 
des ttélhodËa géoérales, ce qài ^t bïâi'âaltcineAt le EnÈilleur 
mctreo de 8iiii|ilificaUoa. 



TltEORËHE DE MHUMUH 
dotti k triangle plan. 



Cbcr d'Meadron d'MHnijM. 

1. Théorémt. Si par tftaqtiè angle d*1lTi tHiltagIti, On AJène 
fane droite qui coape le CMé opp(»è et deat se^enU pro- 
pwtionnds aux carrés des cfttés adjacents, les trdlï droHes 
so coapebt en un point tel qae la iomaie des Carrés dei dis- 
(Mces de c« point ans c41és da irMngt» «1 un Arinludim , 
KlatlTenietit à la même sotmne pâdr d'anire» pidna de 
l'espace. 

DétiumttralUm, Il snfflt érldemAent Ûb éonïidérer les 
points sitDés dans le plan da triangle (']. 

Soit ABC le Iriangre et le point qui remplit la condilion 
da minimom , et soient OÂ', OB', OC' les perpendicalaires 
•btiiséfs de snr les cAtés BC, AC, AB; menons les droites 
A'B; B'G, C\', OA', OB', OÛ'i si l'on cherche m point tel 
que la somme des carrés de ses distSKOs aux onglet du 
• A'fi'C soit an minimum , il «st évident que le point 



(7 OatH pié dettin II tRaN. 
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O rempHt encore cette cooditfoii-lk. Donc, tftprte an théo- 
rème connu , O est le centre de gravîlé do triangle A'ttC; 
donc les Irois triangles OA'B*, O VC, OB'!? sont «qoinloits, 
et l'on a sacceMiTement : 

~sinU AB' 

Dana le triangle rectangle, le point cherché eit aa Btiliea 
de la baaicor. 

Prolor^eoM la (droite jasqn'ft ce qu'die se rencontre avfc 
BGenMel abuisaoos de M la perpendiculaire Blfi*sarACet 
UC snrÂB, l'on a: 

Mff;_Off AC WCrinC MCAB 
MC~W '°AB~MB.»inB"MB.A(;' 

d'ail - . 

MB AB* 

JI. Note. Solution générale analytique. 

Soit DO sjstème queloonqae de n droites «iloéea dan k 
nénie plan ; prenon» des axes rGclangulaircs. 

Soit dfy-^efX-\~/p^o l'éq uu tic D d'une qneloooqoede 
eean droites; donnaiilà l'indice/) succeiECiTcmeiit les nleors 

1.8.3 n, on aura les équations des n droites, et sait 

eocore i^ l'angle qn) forme la droite d'indice p arec l'aie 
des X I Y, X élanl li-s coordonnées d'un point quelcoaqne 
dn ^n , sa distanœ à la droite d'indice p est : 

Ycos».— Xsin^+-^S^. 

^ on ilève cette ^pression i la puisnance «s et qn'oa 

donne ip tontes leanlenrs 1, 3 n, on aura leasoowKi 

des puissances d'ordre m de toutes les diiiaiid-a du poial 
(S, \) au lystème de droites. Si cette somme est une qoa>- 
lilé constante, le lien du puinl m est une ligne d'ordre m, 
qui ne peut admettre det asymptotes recUligoes que lorsque 
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mot Impair. Si l'on vent qne celte somme lolt un minimam, 
il bat égaler à zéro b dérïTée par rapport à T et la dérÏTée 
par rapport k X, et les points cherchés sont donoés par l'in- 
lersectioa de deai lignes d'ordre m—i i il j a donc géné- 
ralHnenl (m — 1)* points qaf répondent k la question. II est 
traHlears évident que poar qa'il j ait on minimam fini, U 
fant qw m soit pair. Faisons m = S ; alors pour une coa- 
Manle donnée le lien est nne ellipse, car le V—tACyeêt 
nne sumine de carrés négatifs. Les coordouDées du ccnlre 
•ont Indépendantes de b constante { donc ce centre est Bia 
et I est le point qui répond an nùuflmm i car, en ce cas , 
l'ellipse le réduit â un pwat. 

Soit Ar'+Ikr4-C^+Ib'+E'+F=0, réqoatkn 
de l'ellipse; on A=i,''cos*ar} Bss— az/unayCosa^; 
C = z,"Bin'^ 

D«z,'^GOs'«.; E = —ï'-^ùat^cM*f et F est la 
constante prise négativement. LorM|ue l'ellipse se réduit à 
son centre l'on s AE*— BDC+CD'+F(B*~4AC}:>=0 -, ce qoi 
donne la valcar F de la constante dans le cas da minimum. 

IJI. Les mêmes raÎH>DncaKatg ont lieu pour on Kjsléme 
de plans : car la distance d'nn pcHiit à un plan est amici odb 
lunction linéaire des coordonnées de ce point. 

IV. Daule triangle ABC, le carré de la distance da point 



RELATIONS D'IDENTITES 

«f fiwslHmf fmdamml9lei rtUitivei ttux ligne» du teeond 

itgré I poluint riàpro^tui (t. p. iti). 



LXXX,T. JYeftUaw. Etant données l'équation U'uuu courbe 
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fbne Blfébri^ae et cdie de la cwriqiw dincMoe, bvnv 
fAqulUm de la pftlaîre rédproque. 

Solution. Utetes doonées qa'ca proMAme préeédal 
(LXXXIV). Soient x', yie» ooordHnân d'u point de U 
courbe doooée ; ta UngeBle eo ce point a po«r éfMlion 
P^+Qjr+R=iO] P,Q, R float dea fwcHMi cmnM «e 
y, ^, si de degré m— 1 { j/', ^"AtoiR les OMrdoaaèeada 
|iO)e da cette langeole, fwii par rapport à la directrieet on a : 

Kffitalnïat x*, y éott^ cM llënl éqaalloné, et rj^iâtlota 
donnée , on obtient en ^', y l'éi]aaUon de la polaire ré- 
cIpnMjUe. 

Gtirbllàire. h» formoles donnent - 
P_ 2«ir''+P^'+J 1 

R «"+By'+2ç 1 
Donc st PéqaatioD de la courbe est donnée en fonction de 

r Q 

g , —, on a de suite la pcdaire rédproqae. 

j^ttrement. Rendons botaiog'ènc l'Ajintiota dfc U coortw 
dOBIièe et celte ds U etndqint diteélrice, eè fettiplaçaiA x 
cl^par -et - (^. p. 5], ftt repri^uttaat par f=:0 et 
<|' = les éqoaUoDS de la directrice et celle de la polaire 
réciproque! les équations (3]doàaenl : 






Ht)n 



tni,n 1 etsteia , dkMgdHOAiMfMlBBltilM 
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dy ■ dj 'p ■ M' 

dif df df dt 

dp 'di~d£ ■ S*"" 



r^on 



chiÉifce x^y, %vaàf\ y\ »% et a 



La deux premières éqoâUoDs donnent > 
BF d, dF d, 

L'éqoalion F=0 étant homogène , l'on a i 

Moltipliaiit donc la première équation (4) par y M la M- 
eoMto ^r Vi «I tel ajoataal , M vient , apMl atoir dMM 



éqnatioD dn second d^ré et qoi r«BpIacé ^raatoiîeaseiaeDt 
une équlioa (4] de degré m. L'inierptétation géométriquo 
«at que h polaire da (Mhit ^% gr'-, s" pa*M par la pbM 
j',y,z'; elle est •jmélrjqae par rapport au variableit 
DD accent et à deax accents , ce qui constitue la réciprocité 
polaire. 

AppheatiùR. La Conrlte donnée est ntfè ebiif)|tae à èqofltoti 
beunome ordinaire} leséqnaHons (3) denennent ; 



t paor dévlgncr Em dlTiièM; a1g«r[ibine qae 1h prohiMgr) ds Ijois mbi 
binat m eonidBDu «i devralani 4M mUvIbIi 4'«iMl|ner ; l'IgnoruM chu le* 
tUitm d'uD iTQilwlc qai domina iMtie It tokuM Htait hoiMwBt md p«w 
MU, DMi» pour iMin proIoMmn. 
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Prenant b valear de x' et j*' «t aubstitoint dana l'équalto 
àoaaèe qui devient divisible par ^, et c&çani kt Kcciti, 
oa <d)tlflat réi|aalioB suiTanle de la pcriaire réciproque : 

"(5)-+'Ci)V'(â)"+Kâ)(â) 
+«(S(^0-(â)=- 

et bimit s=l , oo a l'AquiUon ordinaire. 
Soit cette équaUoo i 

4y+ff:çr+CV+D>!+E'«+FV=0, 

— a<i[i*+f»], 
l'" = »/»î'+i'C+(i'+«i'iï+»fcl;— î»».. 
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On eolK^Qt C de A' et E' de D' en permaUot /, it, a, i^ en 
') **) 7» «1 et ci» MTHt. 

1* Prenant pour nrigine an foyer de )a courbe donnée et 
les axes recUn^olaires, alors t=r, n=:0, e( poar directrice 
an cercle ayant son centre! l'OTfgine, on a 0=7/, p= i^ =o, 
ce qui donne K'—Mi', p=0, C'=l/a', J>'=Si^a£, E'=abi:, 
F=:4mi;'; ainsi la polaire rteiproqne est anssi on cerde. 
(^. p. 315.) 

S* Soient Ar*-|- C^c* + F = la ooniqne donnée et 
«;^-(-7j:'-|~i;'=0 la directrice; on a poor éqaalloo de la 
polaire rMpro«|uc CFa>' + AFj'V4-AC;'=o. Pour que 
celte polaire se coufondo avec la courbe donnée , l'on dtdt 

.TOirp = ±i.-^ = 

bole ayant mêmes axes principsax , l'aoede cet courbes étant 
prise ponr directrice , l'autre sera elle-même sa polaire réd- 
proqne. (f. t. V, 3«80 

LXXXVI, Méthode mnémoniqv». L'éqoation de la ptdaire 
réciproque prat s'écrire soos ane forme qni la grava ais^ 
menl dans la mémoire. 

StAtat Ar'+pjy-f Cj:'+D^4-E«+pB'i=0, 

les équations rendoei bomi^ues de la ooniqtio donnée et de 
la directrice ; l'équation de la polaire rédproqœ est : 

àÂ\^) "^rfB lhdy'^dC\dx)^ "^ dD HTz 
. idL dt df , «iL/rfoV * 

Ainsi, dans l'éqauliun donnée , on remplace les coeSidcnls 
A, 1I,C, ctr. , par -^\ ■^, et les rariables x, .T) ^ P" 
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^ 4^ -^ , et OD doDble les reclaoeles ; lo résnlbf est 
l'équatioD de la polaire réciproqae. 

Obienation 1 . Od voit donc qoe toat polynôme bomogène 
lin second degré à trois variables peat être ipia aons la 
forme (4), f étant nn,e fooctiao qaelconqne de même esj^ëce; 
iar la fonction donnée peot être tonjoars considérée comiOB 
Féquation d'une polaire réciproque par rapport à la rono- 
tion f , éqaaifon d'nne coaiqne dirccirice. 

Obienation 9. L'éqnalion de la polaire réci[ffoqnc, ea la 
rés6lTatit , se met sons la forme 

«■biCDt 

LXXXVI. Manière direcU de trtmtr PéquaHM it le 
ffolmre réciproque. Soienty,y, z" on poinldela. polaire ré- 
cifEOqfie, lapolaiEedsee point est : a- ^+^'7^; + > 4i~ Vf 
ponr que cette polaire aoit tangente à la coniqae domée, 
on doit avoir : 

et eflkcapt les accents doubles, on a l'équation de U pcdaire 
réciproqae. 

LXXXVII' lUitkode méuunorphique. Lorsque la coorin 
donnée est une coniqae , nous avons vu ci-dessus qu't» pii^ 
Tient k la polaire réciproque en remplaçant x et jr ftt 
Y ï, 



i.vGoogIc 



-«8- 
de^, iB polaire réciproque est dbBC nn cas parHcnlter de 
transTorBatioa Ihi#^r« et pent èitb cAttenae pnr an procédé 
de perspective, (f. t. T, 4f9.) 

LXXXVIII. Équation aux differmeespartiellet. Laconrbe 
doMée élut <]MkM9ia, don * ^+^^^+,^„ ç 
est la langeole à b polaire réciproque 4< = 0, ao point de 
cSBtoct ■x'',y, x", et le pAledeeaUe ta^mtoest : 









ety= 






XG(. SoitF=oréqaaUoo remlae bomggèue d'une ligo» 
de d^cré m, et 7 = l'éqnatioQ readae bomogène d'qn» 

ligne de d^ré n; si -^ , ij- sont deax co(adonnées de la 

première ligne, alori j:^+^^+ z^ = (t) est l'é- 
quation d'nne droite dont on tronve l'enveloppe d'après les 
principes conoas , et cette équation est an plus du d^ré 
in{a—i){m+n—3); dans te cas den = a, cette enveloppe' 
devient une polaire réciproqne. Gonstroisons la coorbe re- 
présentée par l'équalion s'V-r,j-,zO-«"T{^',/,«0=Oi «lie 
courbe passe par le point [x^y, s' ) , et la tangente à cette 
courbe passant par ce point est i 

celte tangente est donc paralltie à la droite mobile (1). 



by Google 



- 416 — 
Sidirit iQiDt oe» nlenn diM l'équUon de ta cootIm doanie, 
on a une équlion tas diflërcuces partielles da preoûr 
ordre et de dt^ré m, dont l'équaiioD de U polaire rM- 
proquc représente l'intégrale ; ilosi In polaires réciproqsa 
pcuvenl servir à trouver l'intégrale des équaliom aux di06- 
rences parliellet k Irois rariablei , bomoginea par rapport 
aux coefficients dilHrentiels. 

LXXXIX. Problime. GonDaiasant VéqnalioR ««Miopp 
d'one ligne, trouver l'éqaallon aux co(»-doanéea ordinairei 
de la polaire réciproqoe et ensuite de Ja ligne donnée. 

Sotulùm. Soit F(/>, jr> <= [ p. 9) l'équation mrtio^ de 
la courbe donnée ; f = l'équation de la directrice et | n o 
l'équaiioa de la polaire rédproque , hhI x", y on point de 
cette polaire, l'équation de la polaire de ce point eU : 

Cette droite par son mouvement décrit la coorbe dcnoéei 



s? 


•ly 


sr 


'= -, 


di' 


dï' 



Ainsi , effaçant les accents, l'équation de la polaire réci- 
Iffoqne est en cowdonnée (vdloaire i 

<&" az" 

et cbercbanl ensuite la polaire réciproqne de cellc-d, oa 
obtient l'équation des coordonnées ordioalres de b ligne 
donnée. 
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application, i' Équation mveloppe. 

p'+îî*— apî «M 7 = «y î' i 

c'est l'eoTeloppe d'one droite de longoenr conslanlu a in- 
Mxite dans uo angle 7. 

Soit f=^-\-y—r'z'=Oi 

dx ' 4y ^ ^ dz 

P^'yZ' î*^ rf~ ®* l'éqoitiœi de la polaire réciproque 

est : H2'(«*+J^— 2jyco8y)=«*Jîy, où l'oiipeat faire 
x=i. 
i^ Équation enveloppe. 

a'y"-!" b*p'='C*p'q' i c'^a'—b' ; 
c^est l'éqaalioD mietoppe de la déreloppée de l'ellipae 
<>*y+^^=''^' (H<H nctai^nlairei} ; 



^= — aa'fc's; /ï=— r-î ?=Tî-î il Tient poor équation 

de la ptdaire réciproque : ï'(ay+6Sj?')=«;*x>-*, qui 
appartient anad à l'hfpcnitole <!>'— &V= — a'fr*, maii 
alors c'=a'4-t'. 
Prenons f=x'+y— rt'=:Oî il fieot > 
r**Vr'+*'->^)=<*^J''i WiBiitï = i, r=c, 

4Miat j + 'T=l- 

XC Coniquei confoctUei. Une conique ayant pour direc- 
trice un ctfcle confocal , a un second cercle pour polaire 
réciproque i h l'aide de ce tbécvéme [FI p. 413} , une Tonlo 
in. n MinSv. TH. VI 
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de proUèmef sar les coniques peuvent h niMiMr k d'an- 
Irea problèmes sur le cerde. 

S'il a'agit , par exonple , d'inscrire dans une coniqae on 
polygone droonicrit à an polygone donné, on bien de cir- 
conscrire à nne coniqae nn p(dygoae Inicrlt dans an po- 
lygone donné , il suffira de saroir résondre ce ^eort de 
qaeslitHis pour le cercle; de même étant données denx co- 
niques, ajBQt nn foyer en eomamn , les rcdierches da 
points d'intersection de ces coniqaes, ou des liDgeolei com- 
manet, n'exigent que les solutions des mêmes quesiioas poor 
denx cercles. On sait , depuis Newton , que la conslmclion 
dn cercle tangent à trois cercles , s'effectue par l'intersection 
de deux coniques confocales ; iatersecUtHi qu'on obtient géo- 
métriquement , sans avoir besoin de décrire les eontqnes, en 
menant des tangentes communes k deux cercles. 

XGI. Méthode da homogénei; application aax lignes dn 

troisième degré. Soit F=0 l'éqnation r«ndne homogène de 

lalignedoonée, f »oréqaati(Kiégaleinentboinogèiie deU 

conique directrice (LSXXIV], soit x',y, z' les coordonnées 

d'an p(dDt de la polaire réciproque, on a (LXXXV) : 

, ttF ' dF dF 

dx "dy'^*'^^ 

. ^_i.^4_ -^ 



On en déduit linéairement : 
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dF dp dF 

^+,».=ft, ;ç+pr.~o: j^+P'.=<>- CD 

X,, y,, z, sont des fonctions linéaires en y, y', s' ; (m dé- 
dnit de ces trois équations, par le tbéorètfie des bomogènes : 

EUrnlnant x,y,z, g, entre deux des éqoations (1) , Té- 
qaalîoo(2)et F=0. On aara une éqaalioa entre jr„^„ s,, 
et par conséquent entre x',y,,z'. 

Noos allons saivre pour l'éqaalkxi du troiiièiM defr4 la 
marche de M. Arthur Caylef {tha CatiAridge and Dubiin 
mathematiealjùumal, t. V, p. 97, 1846, deaxiëme série). 

Soit F= 3U«= 0*'+ by-{- a*'+ Sy-' a + 

+ ^Vx+ 3ij:'j'+ 3».r»'+ sy. ï^+ 3A,ay'-t- 6fcr;yï = , 

réqnatkm (2) fournit : 3:^x,'\-iQiy,-{-xn,9tO\ 

Ces trois équations sont booiogteefl et du second degré 
en A^, ^, z ; de même les équations (t). 

SI l'on avait encore une équation « = de ce genre . on 
pourrait éliminer IméaiTammt de ces sept équations les 
sept quantités x',y,z',j^,xz,j'z,p. 

Voici comment l'auteur se procure celte septième équation. 

Faiaonf 

£H=ji. ^=ïr. -2-=3s 

4x' dydx ' dxdt 

dy djdi 



L, M,0,R,S,Tsont homogènes du 1" degré en ^^-r,!. 
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Les ëqaadona (1) donnent, d'après le principe desbo- 
mogènes : 

Lx+Ty+Ss+px,=0, 

An moyen de ces équations et de l'éqnatiOD (2) , on peM 
éliminer linéaipemenl -r, y,3.,p, et l'on obtient une équa- 
tion homogène da S"* degré ; caries termes tels que LMNdn 
3™ d^^ se trouTent an dénominatear dans les ralears de 
X, y et z , et s'en v<Hit ; ces valeors étant snbsUtoëfs dans 
l'équation (2), on a la fonction cramérienne t 
L,T, S,x„ 

S, R, N, »., 
x„ y„ s., 
fCMHsUcMi qui a cette forme : 

« = A^+ ^r'+ G^+ 8Fj^ + ïGxz + zH jçr = 0. 

On trouve dans le mémoire cité les valeurs des sis qnan- 
Uléi A, fi, G, F, G, H calcolées en fonction des coofficienb 
de l'éqnation U = et j:, , ^, , z, ; ensuite, on effectae l'âi- 
mination d-dessns indiquée, et l'on arrive à une équation dn 
6** degré en -r,,^, ,z,, équation qui occupant trois page* 
et demie in-8*, nous ne pouvons pas la transcrire ; mais il 
est utile de savoir que ce résultat existe tout calcnlé i il 
peut servir k vérifia' des cas particuliers. On voit A ftiari 
que cette éqnation ordoonée par rapport à^, , j:, , s, , con- 
tlttit 38 termes polynômes , mais il suiBl d'en calculer 7 ; 
les 21 antres s'en déduisent par de simples mutatîolu de 
lettres. 
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PROBLÈME COMBINÀTOIBE. 



Linndé it MJcncM mtttaiiuliqDM M.phrtfqoa*. 



Oo a 21 ctrtesfqD'oa distribue 3 par 3 en 3 ptqoets de 
7 cartes; on fait penser nne carte, et oo dcanande le paquet 
qai la cootieDt, et on le place an miliea da paquet total 
formé par les 3 paquets i on Tait la même distribution une 
S~* fois , on demande le paquet , on le place an milieu i 
on bit nne 3"* distrlbotion, et on place le paquet de la carte 
an millen. La carte le tronve an miUea da paqaet total, 
e'eat-k-dire an onzième rang. 

Ce fait eal général pour 9 ?»+ * P^quats oompoiéB de 9 a 
-\-l caries. Suivant les valeurs relatives de m et n, il arrivé 
^ès la seconde, la troisième on la p*°>* distribntion. 

Après la pranière, la carte est dans le {m-\-l)*'^ paquet, 
anraDg9.Noussapposer0DS9>>n-|-f ; s'il lui était égal, le 
fait aurait déjà en lieu ; s'il lui était inférieur, la distribution 
commencée par la dernière carte du paquet total nous ferait 
retomber dans le cas que nous examinons. Prenais poor 9 
sa valeor maximum 2n4- 1. 

Si n^on'<'n, à la seconde distribution, toutes le»carle» 
des m premiers paqucis et lesn-)-l premières cartes dn 
(ni+l)*i» paquet étant distribnéea, la carte viendra occuper 
le (n-f l]^« rang dans l'un des m derniers paqnets que 
forme cette seconde distribution. Le fait a en lieu après la 
seconde diRlribqlion. 

Si n ^ 'n, h nne dislributiou quelconque, la uric viendra 
OGcaper le (n -^ t ,*o^ rang ; si elle est distsnte-de la carie da 
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mîliea d'ua Dombre de rangs égal on inférieur à m, et k 

ln-\-i +m)*"' ra'ng, si elle en est distante d'nn nombre ^al 
ou tnrMeDràm4-»i(2m>4-l). Si donc od aies ioégaliléa 
»>m et <m + m(2m-f l)oa^al, ce swa aprè» U trai- 
siéme disbibution qtte la carte occupem le (n-fl )*>><> rang. 
Aiiisit{)our3pftquelBde7carlei,ffl=t etn=3, etroaabîen 
3 >- 1 et < 4 ; pour 7 paquets de 4««artes, m = 3 et n= 34, 
et l'on a biea 24> 3 et =24; pour 2m-\-i paqœts de 
(*n+!)' Cartes, on a ft = 2jn'-f 2m, el l'on abienSm'-f- 
4m>m et =m+(2m-f-l}m. 

Si n';^m~\-m(im-^i)f après la seconde disfribnlion , Il 
carte aura dans son paquet un rang supérieur à n-{-i -{-m, 
et après la Iroisième dirtrtbutîoo, ne pourra occuper le rang 
n-\-t. Elle y Tiendra après la quatrième, si après la troi- 
sième elle occopena rang supérieur à n^-i-^m el inférteor 
ou égal à n-\-i-\-2m, c'est-à-dire si après la seconde cUe 
occupe un rang inférieur ou égal à n-]-i-\-m-i-2m{i/n^i); 
si donc n>>n»-t- »C2m4- *) ^' <C M + 2m{2m+l} on 
é^al , le /ait aura heu après la quatrième distriballon. 

En général, le fait a lieu après la p^'"^ distribotioB 
pour »>/n+(jp — 3)ffn2m + l) et <m + [p — a)Bt 
(2m-|'l)onégal. 



SECONDE DÉMONSTRATION 

eu Ikêorimt de Newton tur la (uympMe* ( V.', p. 3M ) 
et théorème sur Jes point» mulHpteié 



£«mme.1.P, + P„+....P^+-.-.P.= 0(l) étant one 
étiuatio» de degré /t , P, renferme les termes do degré n et 
ainsi des auircs. Si, l'on ccnnpose une fonctloa symétrique 
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«oUère rfe d^ré /» avec les n segments, compléa de l'origiae 

Bor an des axes cuordonné^, la valeur de cette foncUon 

dépend da coefficlenls qui lo iroayent dans les foncUoni ■ 

P„ P,^ P^. 

Corollaire 1 . I^ valeur de cette fonc tioo ne cbai^ donc pu 
poor deux courbes qoi ont les (ermes .P^-}-P,^+,..+P„_^ 
en commun. 

0>roUaire 3. L'équation qui renferme le système des 
ujrinploles à la conri>e a avec elle en common Pa+F«^ 
doacp = 1 ; e( désignant la fonction symélriqoe du l" degré 
par lX pour les asymplotes et par i.x pour la courbe, 
on a 2X=:Zr ou bien £(X— jr) = Oi c'est le théOTème 
de Newton j car ooe sécante quelconque peut être prise poor 
aie des x. 

Corollaire 3. Les intersections de deus courbes ayant en 
commun les ;>-|-t premiers polynômes sont évidemment 
sDr DUC courbe de degré n — p — 1 j donc si p:=l, les tn- 
terseclioas sont sur une ligne de degré r — fi ; psr oonaéqnoat 
■or nue droite ponr les lignes du Iroisiéme ordi« et snr une 
conique pour une ligne du quatrième ordre. 

S. ML Placker dans son Traité de gûornélrle analytique 
de 1835 n, a donné la discussion et la théorie des propriétés 
les pluscomplèles des conrbes du troisième ordre ; en prenant 
pour aies des coordonnés la droite des intersecfions asymp- 
lotiques , on simplifie l'équation et oo fscilttaJes dévKiB* 
■trations. Nous no mentionnons pour le moment que cette 
prupusilion. Soit V-^9 l'équalion rendue homogèoe d'une 



(*) Sjtlan dCT tndjiiBchsB gaoniitri* nf neac balraclitargBD gBgrnndel and 
iBibeMOierc dus iDiruhrltctae ihcoife der cnrtcn drîtlen ordoong enlhilMud. 
Boa«,iilt,în'4., np. Sjttèmn dB|iè«BMlrie «MllUqaa rtndtwr d«M|l- 
Tellcf coniidiriUoai , al conlenaol eo pirliculiet uM Uiterit compléta dM 
fAurbaa du (nliitma ordre. 
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du 

UgaeieVorin n^ si ces trois équations sobsistenl -n-=Oi 

-r-=0; 'ï-=0, la courbe a des points nmltipleBi ees points 

dV dV dV 

satisfont donc à l'éqnation -: — [--r+T-=0; donc les 

points moltiples sont sur une lipie d'ordre n — 1 , par con- 
Béqaent sor une conique dans une coarbe da troi«ème 
degré. 



MOTE RECTIFICATIVE, 
ntativt à la ftuKwt 97 (1. TI, p. 8M). 

■ Conpar un triangle par une transversale, de manière 
que trois segments Don consécutifs soient éganx. > 

Toid quelques nsnarques pour servir de rectification k U 
note de la page 399 , tome TI. 

Dans tous les cas qui se {H-ésentent, on est ramené anx 
éqnaUons 

(I) 2pa^ — x(,ab + ac-{-hc) + atK = 0, 

2(p — a]x^-\'X(<^-\-ae — be) — abe = 0, 

et deaz anlros de cotte seconde espèce. 

_L>_L+_L_L>_L + _!_, 
— >—+—. 

t/F W^ l/F 

Telles sont les conditions de réalité de racines do l'éqoa- 
tioi) (1). 
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La sécante cherchée est tangente h trois paraboles i on est 
en ^t condait, par des considératioQs trèa-simples , k dier- 
cher l'enveloppe des droites mobile* qai sont divisées en 
deux parties égales par nne ligne donnée, ctHnprise entre 
denx autres fixes ("). 



mrletvalttinqiùiejtrémntmUmme la forma-, ^, Ox». 
1*, 0*, se", dans Jet foneliotu à une teute varvAla. 



Oo pmit Mrs embarrassé aax extaMU par les tipresiloui 

qnt prennent la forme d'indétermination-,^, etc. Une 

simi^e transrormation lève quelquefois la difficulté ; mais ces 
artifices ne réassissent pas tonjonrs. Pour obvier b cet in- 
convénient, je crois utile de donner aux candidats la méthode 
fondée inr les dérivées. 

Soient x la variable et^ la fonction, liées faTy=/[x) -, 
ket t étant les accroissements respectifs , on a, comme <m 
sait: 



k~ h 

* est une quantité aussi petite qu'on voudra et s'annniant 
avec h i/'ix) est ce qn'on appelle la dérivée ^_f{x), c'est la 
limite de l'accn^ssement de la rrmction k celai de la variable. 



O £■ Ugiu dtmniiMtn , pir csemple, one de ccllci qui pineot p«T lei 
liBBi dci eUH M [DUreepieni du» In uglat da IhuRla oa Im ■4t>otBl> 
iriwglM boeMea. Lm d«ax llpe* Bim Mrdmit daui tà\éi da liliHile. 
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m NK aUHi qot celte Unfta exiate Imjttin, qneOs §k 
mH/(^, m fiotnt tennes, que fanle fooetioa > w défMa 
Oa Un de l'AqdaUon prteéAfeDtc ; 

/{x+*)=/(*)+A|/'(^)+.( (t) 

Poor ar<^ la Téritable ralHV de "—^ , utnerToos qa'ai 
vert«de(i)oaat 

F(x-fA) F(*>+A{F(x)+e1' 

Et comme /(a) = 0, F(d)et>9, H TtiOdH, en sopprimul k 
facteur A : 

qiulfQepeUt<|(ieioltA| donc pour A^sO, m aura: 

F{fl) F(a)' ^"^ 

Rtf oooaèqiaal, pow avoir la miaTalstir delà fraiiii» 

^77, il raot prendre le rapport des durées de aea denx 
ri») 

laraaa «t y frtre ar^a. 

- 
Si ce dernier rapport dcTieot «icore - , on conçoit bûn 

qa'il faudra le traiter de même, c'est-à-dire proodre de 
nMWau loi dériTéea da aw deas termes et j faire x»«i 
etatMideaniW, et ai on paat arriver A deux dériTéaa aa 
tfaaiHilanl paa A la fioia, leur rantort tara la nafe valasr 
do la fraction propoaAe. 

GoUa rtgle B'etaud aucaa oà ^~: devient ^ pour -a»:* 

L, ,z,;i.,C00g[c 



Etcoiaiiwyt^J=«, F(a)=:w, donc, te dernier rapport 
devcnsnt -, op penl tni applhliMt la r«glede (3). Or le' 
•apport de» dériréea de ses doiut tcnoet ttl t ' 

■~^p , oobienencfiéctuMitîcicBicols, l^^l ^^/fj^i 

doMenrertade(3), 

F(a) Irai ^ /-(a)' 
Aclaellemeot, si la walé valeor de-"^— ^ •» 
en soppriroant le hctenr commna , il vient : 

ramène à celnl-d eii reaveruol la fraction , v<rioî comuMut 
M . UostIIIc opère (/ouniaf (U tna^Umotfjiui pur*, t. VlII) > 

ajoalons à la fracliiHk v.' - lopposèe nulle pour or^a, la 

eonalanle C, la unune sera -, 

F(x) ' 
Or pour 3ç*sa cette fraction devient —, ft coaune don 
H Takur eMpréciiéaientlaooittlanteCqaiD'catQiOiii », 
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OD pourra lui lppli«iDer la r^{3), c'9t-ft-4in pnaAn 
le ran»rt desdérlvéet, qai Mt -: 

ce qui donne. C-'f^J+C d'où ]p]^=0. 



F(a)~P(a)- 



et par mite:* 

P«ro(Mu6qaent, qodleqoest^tli Taleurde p7-:*='~i 
ta r^e est U mâne. 
DoncRènéralement, que =7-- m préMols sou la forme - 

«f.-"-!-" ^=^- O 

11 7 ■ Id ane nDurqoe imporlante k hJre mr - et ■^. 

/" fa) 
Tontes In fols qne U Taleor de t ; est d ét wn ili ite, 
t (a) 

comme c'est celle de ^7-r, cette dernière est aussi détir- 

minée ; mais la réciproque n'est pas vraie. La vraie valeur 

^ 'ë^i (diserve H. UonvOIe, pent être déterminée et 

fU) 
celle de -„ ■— rester essentiellement indéterminée. Ainsi 

F (a) 

poQr «= « la vraie valeor de : 

«+— 

— — : — , qui penl s écnre -, — 

.r+8in;r' ^ "^ . sin-r 



est l'onlléj tandis qoe le rapport des dérivées des deox 
1 — sinj; 
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ttU, dq r«l«, en faisapt x=ikjf\-a et Aa=«>, « élaol 

Gouyvis entre et -. Par U le rappcfft des dérivées de- 

1— ailla 
Tient- — : . Qaantité éfidetnmenl indéterminée. 

1+coea 

jipplieotioiu. On aoppme ici qne les candidats lavent 
prendre la dérivée d'one fonction algébrique et des transcen- 
dantes ainx, ooaj:! t^x, Lx, a'. 

devient - pour x=0} le rappwt des dérivées est 



Plusgteéralenient, — ^devient- poor -rsO. Ler^h- 



iteno<H« -. Hais 



{n-i)x'- 
BB^t " liCij - et les snivantB, cunme m et n atHil entiers, 

on volt fadiement qna la vraie valeur de — ^r- pour «=0 
aeral, 0, oa« sekn qaemssjif jn>-n,m<;n. 
s- 5. 

«0 
(') i'«plaiBaaeH«h'l*llnLp«ar lodiquw Ici loguiltaïua (UyMnw. 

DiqilizDdbyCoOgle 



nh'~'{x)X~ I»-., 1 a» 

Mt —-f.=:^h-P. et deTlcnt -. Mris en rilnl 

nar^ nue «e 

JDiqa'aa rajqwrt des n**»- dérivées, en aora : 

-i — --- — =0 pour j:cs»j d(«ic--s-'=^pow*-=i». 

Gela devait être, on nombre cnrft plus rapidonent que k» 

togarithme. 

•* » 

-^ deTlent — pour x=:oe. Le rapport des déiiTéesT 

■~^^, est encore —. PonrsniTanl joaqa'aox nf^ (Uriréei 

oo a — -r — 7=00. Donc —5 = 09 pour j = ob. L«- 

^DoentMle enrit plut rapidement qae le nombre. En cher- 
dant les asymptote» de la coorbe p= , on a, 

comme on sait : ^=p9ii][«i— «>'), *>'=s^(ik-{-i). 

kdni 

Posant M-V=t , Il vient S= , qni a( - 

pOQT 1=0. Or le rapport des dérivées , 
Aooa. 

-»sta(».+*''+0 

S* ox». 

On nmèqe oe «a> i l'un daa deux préeédanta. Ai aOI, 

/(x]xF(«)a»i^eî!^ et si /(m):=:0. F(a)B«>, on 

aura Ox «=:=—. Mais il n'est paa tndiflârait de pren- 
dre fone oa l'antre fwme. 

n V*lt Bwtrtad, JMnuil de Ltomlllf , VI, it, it4l. Ta. 
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Aii^, «« :r* devieDt tt.O poor x=0. Si on l'écrit - 
— ^ et qu'on preioe le rannrt des dérlTéee on a : 

'■ — , ce qoi montre qa'oa ne rèaulra 



ne ^x*-' lu"'^ 

pu de la sorte. Mettons alors le produit proposé sous 

I 

«*■ 
la forme -:x , et prmons le rapport des dérivées , il 

Tiendra =r-= — :sai «toellanait si m^n ce 

rapport est ao ; si i»>n on prendra de nouTeta les dé- 

riréea et l'on agn -t^ — r-sesTi CD poonaifant, on 

m{m — nyxr^ 

j_ 

ToitUenqofl, qiiebi{nea(de^tiï0(»)le produit «^ X>c^" 

est toujours <a , pour x=0. 

4* Symboles d'ipdMerminBtion ; 1±*, V, «*. 

«*i^derieotl±" pour j:=1. Posons <«tr «-'.delà 
Lc=± ; MI estainti ramené au symbole -.Or le rap- 
port ta dÔriTétt de ^^j- étant | , oo a poor «« i . 

L.x*»^=±i,etparmite, l^twacasbi, 
Il oe s'ensuit pas cependant qu'une EmkUoo de je derenant 

X y 

Tient 1+* pour x=0. Or 
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Prenant sacoeaaiTemeat le rapport des dérivée* , on a pov 

J-(J^fl)^J^^-lj -L;:i>fl) 

*(:r+l) Mj:+1) . (:t+l)L(i+l)+J:L(x+l)+i 
1 
J + 1 I 

i' 



et paraolle 

L J • ^^ 

l*ssl^'pOQr x^Oj or 

Prenant les rapports da dérivées iDCCMsiTes, on lun 

pODT X=Oi 

xcosj — gtajr _ — gjnj: J?CM.r-j-8in.r ^^ 

xsiaa; xc09x+8Înj:~' 2ootx — xsinx ' 

donc, pour xaOt 

, /sinxN- /sinxX- 

L.( r^O. elparimte 1 i«,oabien l*=!l. 

x" devient 0* pour x = 0; mL.x'=xLx. Oo esl ramené 
auBjiDboleOxae. 



by Google 



ËeriTanl le |vodnit xLx iioQs Ia forme - - . et prenant le 
rappMt des dérirées , il vient .- 



donc, poor x^O, L.^ = 0, et par suite 0* = f. 
Une expression peut prendre accidentellement }a fonne 

0», comme \ i^"~" j pour :r = ; mais il suBBl d'eBècttwr 

le» calculs, et l'on a ; **'^"=t~»"~'i=û poor x=0. 

Si l'on admettait, dit M. Terqnem, que 0* aoî( con- 
stamment égal à 1 , on serait condait k cette conclnsion ab- 
surde, qae dans la sarface transcendante z=x''j tout l'axe 
des^ appartient à la sorTace excepté le point servant d'ori- 
gine. ■ Dans ce cas z = .r* == 0* désigne z indéterminé. — 
(Voyez les Nouv. yianal, de Math., tome VI, p. 109 et 391.) 

jr*deTieDt«»ponrj:=oo.OrL.jr'= — ='— . et comme le 
rap port des dérivées , pour la même valeur de x , est - = 0; 

doncpoor j:=oe;L.3:* = 0, par conséquent x* *"• ***"* 
«•=1. 

Si l'on demandait la valeur de (Lr)* qi'i devient ( — ae)* 
.pour X = 0y comme L(— ») est imaginaire, pour l'éviter 
il snffit de poser x = ^ et de Taire ^ = 0. On aura aiui 

(Lx)' = lV{2y)r. Or L. [L'ftr)]' = ^^lHM ^ ^ 
poary=^0 -, le rapport de ses dérivées est 

Amt.» Milita, vil. 28 
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Donc pour ^~0, L. [L*(^)]*=0 , et ptr auite [L'(^}7, 
OQ WeD (Lr)' = oo» = 1, 

Il est A reotarqner qa'oo (d>iiendra le même rémllat en 
upérant direclcmeat sur [L(:c]]' et en preiiaut le logaritbiM 
quoiqu'il soit imaginaire (1). 

5' Il est clair que l'on ne pourra ps lever l'iadétenniu- 
tion par les dérivées g[ ccUes-ci restent con^lamnicDl eli b 
fois nulles ou ÏDfiiifes pour la valeur de x de la questioa. 

Ainsi pour ^=0 ou a ; 



fc» mLb. i 

comme l'exponentielle l'emporte (§ 2*] , il est aisé de voir 

que les rapports successifs des dérivées seronl toi^ioun —, 

tt ron n'en pourra pas avoir la 'vraie valeur. Four — p, 

ces rapports se présentent constamment -. Il Tant alors on 

artiBce de calcul. Daus le cas actuel il soflit de prendre le 
_i_ 

logarilhmejODa L. — 7-^— La— — L^. et selon qoe 

m ^ n ce logaritbma est ±: « pourx = ^ et par suite le 
nombre sera -\- » oaO : si m= n alors, selon quea^*, 
le logarilbme sera ±: « , par snite son nombre -]- » ou 0. 
Le dernier résultai s'obtient directement, car si m=it, 



(') Il Ml à laahalur qae dau ca r«cq«ll on démoDire qm, loale qnulW 
• nnelnaniUdahiBtrithmMiluftBalni, et 4» Il qatalM y«iMM*Mi<ii 
OB locarllhme tMI et une iidilil* dlnuginaim. ( F. t. V, p. n, tn. ■•.) 
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-—• ^ ( T ) et l'on a évictonmeat -l- a» od , selon qoe 

IjOrsqa'iine eiq)ression contient Ides radicans, l'emploi 
des dérivées , pour en lever l'indétermination ,'peat ne plos 

réussir en donnant cMUlamment — oo -. 

Ainsi, on réussit fiien dans Vexetople soiTant ooalenant 
trois[radicaDx, et l'on a pour x= 1 . 

tandis que l'on ne peut plus [lever l'indétermination par la 
régie des dérivées dans l'exemple soiTant, qui ne contient 
que denxndicaiix; car ona, poDrfv=a, 



II Tant bIots recourir à an artifice de calcul. Or, comme 
x=a annnieles deux termes, subsliluoos x = a-{-h; les 
rédactions faites , divisons par la plus petite puissance de h, 
après qaoi faisons A = 0: le résultat sera la valeur cherchée. 
On aora ainsi : 



' '- 1 «=a(«+A)**«=o pour *=0. 



(fl+A-a)* 

L, ,z,;i.,C00g[c 



- kl» — 

On tronren de néme pour x=—a 

Comme ooToit, ce procédé revient, dam IctFooclioM 
algèluriqDes , i leur dter les racines coounaDet. 
Smt pour dernier exemple i 

^ '^ . i. ■ — =- pour j:=1. 

»in*(x— ly+a "-' 

Sobstitoant jc=l+k «t divisant par &*, il Tient : 

L'ji+A) + (— 2 + A )* A" (C08 A)* 

j ; ?=t poor A = 0, 

k* 
._« !•(»+*)_ 



QUESTION D'EXAMEN 

sur ia timutoide. 

Problême. Trouver l'aire d'une sinnssoïde. 

Solutùm. Soit ^=siDf l'éqoation donnée, axes rec- 
laDgles ; clierchons l'aire comprise entre les deux ordauOén 
r,, y,, correspondant aux abacisies x,, x,; divisons l'inler- 
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vallex, — :r,flnn-f-l parlks égales, et raû(Nu<r, — j;,^n-hl)A} 
l'aire diercbée est Ârideannent la limite de la Buite : 

fc[8iaa!,+sin(j:.+ A}-{-«in(j:.+ A) + ...Bin{x,+ nA)] 

= 1 \ {V. t. m, p. 583). 



■oite A=0 el — 1=2, il vient pour l'aire cherdiée: 

«.- 

3BiD-^j:,4-x,)sin-{x.— xji et lonqnex.osO, l'aire derieot 
1 — oos ^, i c'tist ce que donne Imnkédiatemflnt le calcol in- 
tégral. 

QUESTIONS D'EXAMEN 
fur doa JMHx ^umttriftm pol^îret. 

I. ifotation. Noos désignoBS par Pr la fonctkm bomogtee 
de doiz variables x, yr àe degré r, et par Qr la fonction 
homogène trigonométrique de d^ré r soîTante : 

A iin'ç -(- B siù'^'T cos f + G Bin"^? «m 'ç + . . . R sin'^f cos'^'t 

+ S si n 7 cos"^!! + T cos""!}! , 
OÙ A,B,C... RjSiTBontdesowistantes données. 

II. SoitPi,+ P^, + P»-2 + ...P«+P.+P. = 0(l) 
réqoatîmi d'une ligne plane de degré m, axes reclangu- 
laires ; proiant rwigiae pour pôle et l'axe des x pour axe 
p(daire, l'éqaatioo polaire de la coarbe est 
»"Q«+«'-'Q»-i + ï— Q»-» + ...a'Qi. + aQi+P.=0 (2). 

L, ,z,;i.,C00g[c 
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lU. /*n>6iAM. PiroD poJDtfisedOQnëdiiwIcpIaDd'ne 
coDrbe dcdegi^ », on mèncanfl lècaoLe qoi la rsnoontrcen m 
point? ; Bnr celte sécante, (ui prend nn point tel qae sa dis- 
tance an point fixe «oit égale i la somme des distances de 
l'or^îne aux pointa d'iotenectitm i IrooTtr le lieu de ce 
poM. 

Sobttion. Prenons le point fixe pour origine et les axes 
rectangulairea ; soient (1 ) et (2} l'équalion aox coordowièes 
rcGlangnlaires et l'éqnation polaire de la oourbe; poor la 
QkéBia Taleor f, la aomme de tontes les Talenrs de s est 

— y*"' ; donc réqnation polaire de la cOnrbe dirrcbée al 

,_-^,o.l»...=— ^=^- ^-p;^;. 

d'oùPn-f-Pn-i = (^1 ^'lu^'ion SDX coordonnées rectangu- 
lairea. 

IV. Prohlime. Mêmes données i trouver an point VA qoe 
le cirré de sa distance à l'origine soit égal à la somme des 
carrés des distances de PoHglne aax m pofnts d'intersectioa. 

Solution. On a 

_ g'[P'— t-2P^^J 
"" P." ' 

d'où P«' + 2P«P^, - P*„_. = 0. 

V. Probtime. Mêmes données; troaver un point tel qne 
H distance réciproque h l'origine soit égale à lâ somme des 
distances réciproqnes des pointa d'intersection è l'origine. 

Solution- Dans I'é4|aation (3) remplaçons z par -, on ob- 
tient 
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. donc 

I — Q, —P. 

:~ p. ' '~ Q, ' 

d'où P| + P* = 0| ^mtino d'une droite. 

VI. PnbUmê. Même* données; troarer db point tel que 
le carré (l<> u dislaoco rf'<riproqae à l'origine soit égale à la 
somme ries cairés deit dislnnces réciproques des points d'io- 
terseclion à l'origine. 

Solution. On a 



équation d'aoe coniqae. 

VII. Même procédé pour d'antres questions de ce genre et 
qui s'appliqao facilement aux garfaces. 



programme: 

pour le bacealauTéat es fcimces du 8 juin 1848 ; pngrii. 



Les niélhodc.1 inQuiiésiiiiales, invMilAes depuis deux sièctes, 
d'une Tacililé rudimealain; , et qdi sont pourtant , s'il est per- 
mis de s'exprimer ainsi , TAme de toute la nature calculable , 
ont toujours éié repoussces de nos collèges , et cela depuis 
l'origine jusqu'à nos jours. En 1 695, Bwnoulli écrit à Leiboitz 
que L'Hôpital seul s'occupe, en Franco, dc^ la nouvelle 
géométrie. ■ Mirum non est illum solum in Gailia in geo- 

■ metrite proTundiora penoi rnsse ( ideo cnim lot alii , qui bis 

■ studiis inGnml>unl, intor vulgares notilias tcvpent, qnod 

■ nosira non puteni esse de pane lucrando > [Comm.tpia., 
1. 1, p. 90). Enfin cette répnhion va cesser, et nousannon- 



i.vCooglc 



— kkO — 
çoos avec bonbcar que dans le Doaveaa progranome oo' 
admet les noUons du calcul diflërentiel et da calcul iolégral, 
et leurs applications géontétrjques ; il est vrai que celle 
admission n'est eacwe que facultative, mais le premier pas 
étaat fait, oa peut espérer que bientôt ces calculs seront 
obligatoires surtout pour l'entrée à l'École polytechnique. 



BIBLIOGRAPHIE. 



DiaCOQBS PKOHONCÉ A LA DISTBIBDTIOn DIS PKIX DO LlCil 

MoRCB, u 13 àodt 18(6, par M. Vincent, professeur 
de mathémaliqaes spéciales, in-S*, 23 p. 

Le nouveau nom imposé an Collée Saint-Loois a inspiré 
naturellemcot le sujet du ce discours. Outre la Notice lûtto- 
rique (de Brisson, Paris, 1818), et r£i*at hiiloriqve de 
M. Charles Dupin (Paris, 1819), l'auteur a en i sa dispo- 
sition des notes mamucrUa communiquées par la famille de 
Monge. Aussi des renseignements inédits sur la vie intime 
dn grand géomètre et-méme sur ses relations avec l'empe- 
reur, donne à ce petit écrit un assez grand intérêt. Dans la 
vie privée , on trouve partout l'honnête homme ; c'est que 
là les maximes de conduite sont généralement connues , et 
admises par tons. Malheureusement, il n'en est pas de même 
pour la vie publique. La diversité d'opinions amène des diver- 
sités de jogemeots ; aussi un des acteurs les plus illustres de 
noire révulutioa, caractère taillé sur l'antique, l'immortelle 
Roland , s'est exprimé sur Monge en termes f&cheux , pour 
elle, à ce que dit le savadt walenr Dniversitaire ; n'oublicn» 
pas que l'ardente philosophe était chef dans le parti opposé à 
celai du génnètrc, et que la femme est morte coafcssaat la 
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r^obliqae sur l'écbafaud dressé par les jacobins ; tandis que 
l'andeo jacobin est mort stapidemenl persécuté, mais noble 
comte, ranatiquement dérooé à Sa Majesté impériale. Admi- 
rons celui qui a rédiiit en corps de doctrine les procédés 
graphiques des arts; qui a donné l'inlerprétation géomé- 
trique de tant d'éqaations difiërentidlés; l'inlégration des 
lignes de courbures de l'ellipsoïde, et tant d'autres magni- 
fiqnea théorèmes ; respectons la mémoire d'un des prin- 
cipaux fondateurs de notre Écoles polytechnique, notre 
aima mater. Voilà les vrais titres de Monge . à la recoa- 
naissance de la postérité. Le reste est vulgaire, appartient 
à la terre, et disparalLdans la tranbe. D'ailleurs, l'histoire 
noDS ap[»%nd que dans la vie des savants, la partie politique 
est très-rarement la partie brillante. Heureux si rioi ne la 
ternit. Qae de Bacons pour un Franklin i 
' Ce discours honnite, mérite qui devient rare, est terminé 
par d'excellents conseils sur les dangers du locialitmei con- 
seils qui ont déjà été promulgués , réduits à leur plus simple 
expression , il y a trente-trois siècles, sur la cime sinalqne, 
eu ces termes, d'une énergique concision : non furlum faeiei : 
non eoncupitcea domum proximi Itri ; non desiderabi» ii 
ejiu. C'est très-court et très-clair. 



THÉORÈMES 
Sur le point de moyenne diitanee. 



FJU& m. A. ■WAVXtMT, 

OBcier iFAcaiMiiile, IHrMiaar da \'teo\e primaire laptrleure da 3oin< 



Théorimt. I< Soit n poinis donnés dans l'espace ; qu'on 
prenne le centre de moyenne dislance de n — 1 de ces poinis ; 
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oq pont bire cett« op^UoD n fois; on aiira ainn « «w- 
T«avx points ijoai )o centre de moyenne distanoe eat lenéOM 
qua celui ie$ n pointa doopéa- 

OtmçnitreUM. Soient fp, j-p, 3> les CMvdoonAei Û'n 
des points « donnant A l'indice ^ snccewiTeniQDt lei ¥a- 
(curs 1, 3, 3-- n. on aura ainsi les trois n coordonnée) 
des n point» ; 1«8 coordcmoées da centre de moyeuqe dii- 

. f.'Xm J.Vb 3,"ï- X y Z , . 

lance «ont -i— ^i -^■^-^■, -^— ^; on —, —, -; séparant 
n n. n n n n 

le point (-r.j^,, ï,)i le centre àe m. d. des n— i poioti 

rmtaaia a pour coordonnées -^j t-'î —- <'o* U 

*^ n — 1 n — i n — 1 

résnltè qnc le centre de m. d. des n nouveaux points a ponr 

[«--1)X _X («— 1)Y _Y_ (n—\)z _Z 

«{«-!)"«' n{n—\) — V 

C, Q. F. D. 

Corollaire. En opérant snr les nouveaux points coome 
sur les premiers, et ainsi de snite, le centre des vxsjtxoM 
distances des points donnés est le point limite. 

\\. ytpplieationi. f k = 3; les milieux des côtés dnprc- 
mier triangle sont les sommets (In second triangle, sembUUe 
an précédent el dans une position renverEéc. â* n=4 ; points 
dans un même plan ; le second quadrilatère est semblable aa 
premier et dans une pesitioe ntrerse ; et eu ponrariTant ta 
même op^vtion tous les sommets homologues sont sur une 
même droite; n^4; les points sont les sommets d'un tétraè- 
dre; le second Mraèdm, semblable an précédent, dans une 
position inverse el dont les sommets senties centres de gra- 
vité (irs quatre faces. 

3» n=5, ne présente rien de remarquable-, mais TOid nn 
assez curieux ibéorème de facile démonstration. 

Théorime. Dans un pentagone on peut former avnc In 
dia^fonales deux systèmes de Irianglcsi cinq formés par Qoe 
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diagonale et dcnx côtfe et cinq formel pir db côlé et daax 
di^onalcs; si l'on cherche les centres de gravité des triangles 
de l'on des Byslèmea et qu'un les joigne deux k deax , on dé- 
termine nn noQTean pentagone; ai Ton s'en sert ponr faire 
la même opération en emplof&nt les triangles de l'autre sys- 
tème, on obtient nn Iroiitième pentagone semblable aa pre- 
mier et placé d'une maai^ inverse. 



CONSIDÉRATIONS 
ntr tt$ mcitMi de* iquatitm algibriqtiei. 

D^rtf M. MlidlDg da Bnllo (Cralla, L XX, p. lu', IIH). 



I. DéfinUioH et notation. — Soit oae fmiction d'une va- 
riable V(xy^ si dans le développemant de cett« f(utetion on 
remplace x par Fir, on obtient on second d4velopp«maiit 
qu'on écrit FF(j;}, on bien F,(x)i ai dans ce second dévelop> 
pement on remplace enc(H*e x par Fx, ou obtient FFFCr), 
on VJix) ; c'est ce qu'on nomme des fonetioni r^tètéei. 

a. ThéoMUte. — Dans une équation algébrique dont les 
racines sbnt des grandeurs qaeloonqoes ifuMpendotiIct 'ks 
•BM dw aatres, toatoi les raciaca sont dat fomrtion NftUm 
de l'nM qMbxnqoe d'entre eUea. 



pendantes qu'on peut considérer comme radoea de Véqna- 
tion X = x' ax^~''\~bx'^~'....i^1ii enniile a étant une 
rtcine ftimitivt de l'éqnatioD «'—1 = 0; posons : 

nt,=x. + »r.+«'ap, + ■"~'*;i 

ret,=x,+aV,-|-«'x,-|- •"~'J^«» 

ntpi^Xf.-\-a''x,-^*l^Xt+......a'"fX^ 



by Google 



— kkh - 

On en dédnil, en faisant ^ = a~\ 



FaiBOns C=Pi >1 esi évident que/t dépend d'une égas- 

tion de degré t.2.3 n, nombre de permalations entre 

les racines; mais les permatations cyclique» donnait les 
mêmes valeors pour r,", par exem{rie en cbangeant 1 en 3, 

âen3 etnenl j i, devient of,; donc l'équation en y> est 

la puissancfl n**^ d'une polynôme de degré 

1.2.3 n — i~m; 

les coefficients font des ronctioasentieres.de a, fr,c, etc., et 
cette équation pent encore ^tre ï-ëdoile, cmtmele fait Tmr La- 
grange dans la célèbre note XIII {Réiolution de» équations nv- 
mérique»). Faisons v^ =n-/<+' t/Ji—i^, et formons l'exprestion 

v^ montera anasi an degré m. Donc , d'après la méthode de 
Lagrai^e , on peut exprimer ^ rationoeDemoDt en p («. 1. 1, 
Bermile) et l'on peat tonjonrs faire disparaître^ du déai>- 
mînatenr j l'on a : 

A, B, Gsont des fonctions rationnelles de a, A, c,iet l'équa- 
tion ï^=n-i-+» 1^1-/^ donne t^ = «/'-'n^ï,/' ; Jes expressioia 
des racines de ci-dessos deviennent : 

D,.;,l,ZDdbyC00g[e 
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etc. 

elx, est onefoncUoD ratiODDdle de degré n — lent , et de 
d^ré m — 1 en/». 

Les équations t" — /> = etj{t) — x, = oal en common 
lancine t,, et pas d'antres. En effet , toutes les racines de la 
première de ces équalioDS Bcnt de la rornw ^j„ ^ étant un 
nomtire entier compris entre et n i donc si la racine p/'t, 
appartenait aussi à la seconde de ces équations , on aurait 
f{^Q — x,=0'aa Xftf.t=a x.i l'éqnation donnée aurait donc 
des racines égales , ce qni est cwitraire à l'hypolbése; clter- 
cfaant donc le dMaenr commun aux deux polynômes t' ^-p 
AJXt) — X, on trouve t, ^ i{i{ jt,) , où <{i est une fonction »iti^« 
' de degré n — 1 en :r,, et les coefficients sont des polynômes 
eo/i de degré m — l ; les coefficients de ces polynômes étaot 
des/onctions rationnelles de o, &, c ,etc. 

De j7, =y^y, on a déduit (,='('(J^,) 1 et comme j:, =/tP',) . 0" 
en déduira 3(. = Kj:J j de même p'i, = -K^O ... P"""', = 4{jrJ, 
d'où x. = fl^J, .r. =/(j:^, x, =/(p+xJ, etc. 

VtSasa\./\^x^) = J{x^), on aura : 
X. = F(J7,1, J-, = F(xJ .... x,=^¥[x^), x,=V[x^, 
oa«.=F(jJ,a;,=F.{i,)...a:,=F^j:,);j?,^F,(j:,), C.Q.F.D. 

Affliea&on. Sdtréqoation.r^ — 36.r— 3c=0, 

il faut foriDOT féqaation 

{p- ''-+"-+'"^' ) (,-(îd:!^±îfl)!)=o, 

ona: 

Sx,'= + 6c j ïx'x.= — 6c , (j7,-{-aar,-|-a'x') (.r,+«'jr.-|-*r^ 

ssSx.'-f-Sfrs — W; JJ7,'=66, 



by Google 



ifoA 


,--to,+»'=0, 


ona 


..=3,,3,,r.='^=l. 


l'oi 


x, = t+^<'=/(<)l «. =./«. 


»,= 


=/(?•<), rx=pi+bf, pix=ff+bp. 


tUminral 


; il Tiant : 


ooa 


K' = "-+j+ai-, 



-= tt2<î — p) J «lottC Aj:,' =:&** + (Câc — ;»} + 2*% 

P 






= [*'+|cJr.— Jftv}-è''=Ft'.) i 



Ainsi cooDaissant une radoe , on peut par son moyen , 
dlcoler de saite les deox autres. On peut loqjours tupp o wr 
que x est réel; dans ce cas les deux autres racioes sont 
réelles ou imaginaires, Selon qu'on a e'<^l^ on c*^6'j 
lorsqne e^=b', l'équation a deux racines égales et la for- 
mule D'est pins applicable et daua ce cas le facteur : 

6'-j — Ci-, — T^-ï^,' 
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aeréihill fttusi& 2^ro; car j^,±=— l^ oe qu'on uil par la 
néthode ordinaire. 

3* JT, étant une racine, on trooTe pour le« deax aolrea 
ndoes, par la méthode amnoe : 



=l/iab—3x: 



GomparaDt les den expressions , il vient ; 



ay-^-€X,— 6x,*=l/(c'-&>X*A--r.*), 
tins! poor :>: , rM , la quantité sons le l^dlcal est pOltUfe ; 
lonqoR £*>>&', il n'y a qo'aneracÎDe réelle <Ci\/b et 
iMique c*<;fr>, les trois racines sont cbacane >3l/ï> 
IKitoriqtu. Cette manière reaar(|tiBUe de iH-ésenter iN 
radnes de l'éqaation cnbiqne est due i M. le profstMiir 
Hill (GreUfl, IX. p. 100). M. Hinding a amplifié la [wopo- 
sition et démontré que dans loales les équations algAriqa«8, 
tontes les racines peuvent être mises sons one forme cy- 
cUgue, qu'on peut mettre en évidence pouf les éqaaliona 
de deuxième , troisième et quatrième degré ; possibilïlé 
Tirtnelle pont- les degrés sapérisars ; car, l'exécotion dépend 
de la résolution d'éqnatioas qui dépassent le qoatrièmé d«gnl 
et dtmt rimpossibililé a été établie par Abel. 



THEOREME HOMOGJlAraïQUE 
ntf Im cottiquti. 

Théorème. Uans le plan d'une conique, on mène par lu 

pCMdt fixe une sécante , reucontrant la conique aux points 

M et M*; le lieu do point N pris snr la droite, de maniéré 

, ^ MN.OM' ^. . . . 

que le rapport anbarmonique ]ï f a«j& 7 >oit constant, est an-- 

seconde conique. 
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DémonitTotion. Prenons poar p<Ue et Mz' — Nz-|'F=0 

poar équation polaire , M = Asia'f -{-BsiOf cm? -)- CsiD>i 

N = — Dsin? — EcosT el OM=:s'i ON=p; OM'=z", 

OD aura : 

fo— ï>" = az'(s" — p), a est le rapport coostant ; 
on 

z'z-la + 1) = p[t"(l - a) + «(«' + z")] , 

•Qbslitiunt cette valenr dans l'éqnalioD de la coniqne, il 
Tient: 

[fl{F— Nf }-f Fr— Np{a-1 )[a(F— Np}-fF]+FMp'(a-i)"=0 ; 
passant aux coordoonées orthogonales, U vient t 
[aiF+Jfy+Ex}+F] ' + (a— 1) [Dy+Er] ia(1ir+Ex+F)+F] 
+ FCo-t r {Ay'+Bxy+Cj^) = 0. 



QUESTIONS. 

196. La somme des poissancei impaires d'ooe softe de 
Dombrts naturels, de à n , est divisible par R'(n-|-1}*. 

(Jacobi.) 

197. Une tangente k une coniqne étant interceptée par 
deni antres langentes parallèles; le produit des segments 
formés sor la première tangente par le point de contact , est 
égal aacarrodudemi-diamétre parallèle! cette tangente. 

(Hamilloii.) 
19S. 1^ Cl urbe enveloppe de tontes les hyperboles équi- 
lalères concentriques, et qui sont coupées ordiogonalentent 
par une même druile, a pour équation ; 

x^ — ^* — a'* = 3fl3 xt yi , aies rectangnlaircs. 
(Slrebiir.) 
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AVIS IMPORTANT. 



Les NotuetUs Annaiet viennent d'acberer leur leptïéme 
année. Les toBirageB boaorables d'hommes compéteats nom 
permettent de croire qae noas avons été de qudqoe uHtité 
à la science et à renseignement , aux proresseura et aux 
élèves , double bal qae nous n'avons jamais perdu de vue. 
Notre jecneil contievt des renseignements instmctlb sous 
le rapport didactique et historique, sur toutes les méthodes 
anciennes et nouvelles, sor le^ Ihéories et questions, objets 
t>rdihaires des examens. Toutefois, dans le monde intd- 
lectnel et politique, tout s'avance devant nous. Et de nos 
jours, dans les sdeoces sortoal, qui s'arrête, recale. De là, 
l'accroissement c^ntinael chez les nations civilisées du ^obe, 
des productions périodiques qui enregistrent Incessamment 
tous les ^vgrèS'dQ jour. Ainsi l'Allemagne , outre le /owr- 
nol de Ovtle , âa Poggmdorf, le Jourtul polytechnique de 
Fimne, les Atmalet Smtronomie de Selnmaeher, s'est en- 
core enrichie, depuis 1845, d'un journal consacré aux 
sciences exactes , sons ce titre ; Arehiv der Matkematik und 
Phy$ikmithe»(mderwRw:kiiclUaufdi«BedurlhiiuderLihnr 
an hOhem unterrichU mitaltm : heran^^eben von Johann 
Angost Gmnert , profeisor an Greifswald , 1845. Archives 
des Mathématiques et de la Physique , a;ant égard partica- 
Uérement aux l>eso)ns des professeurs aux institutions an- 
pâ-ienres, pnbliécspar Jean Auguste Gnmert, professeur 
k Greifswald. L'IUlie possède plnsieurs recueils sdenti- 
Bques oâ les Torlolini, les Chelini déposent Jenrs beaux 
travaux géCMDétriqaes. iln Angleterre, outre le Journal de 
UN. »■ Haiwiut. vu. ^ 



byCoog[e 



— wo — 

BMlbématiques de Cambridge et de Dublin , publié par 
Tbomson , et qui a pour coUaborateurs lea frères R<Aerte, 

les Hamillon, les Caylcjr, et autres graods géomètrea cos- 
temporaÏDS ; outre les joarnaux sâetatifiques d'Oxford , 
d'Ëdimboorg, il y a cncwe pour la partie élémentaire : Ae 
Matkenuaician , editcd b; Messrs. Rulherford aud FeniHck 
of Ihe royal military academy (1845, vol. 1 et 2). Le Mathé- 
maticien publié par MM, Ruthcrford et Fenwick do l'act- 
démie royale militaire. Le Journal de Doblio vient de com- 
mencer une seconde série, et le mouTcmeot mathématiqQe 
est tellement fort chez nos voisins au delà du détroit , qu'on 
réimprime une seconde édition de la première série. La géo- 
métrie surtout ancienne et moderne y est cultivée avec beau- 
coup d'ardeur. On y voit paraître de fréquentes Iraductiou 
d'Euclide à l'usage des classes : qui en France achèterai 
une telle traduction? Les neuf dixièmes de nos élèves igno- 
rent le nom d'Euclide, et ou compterait facilcmeDl le nombre 
de professeurs qui le lisent. INous possédons un seul jonmal 
consacré aux parties transcendantes de la science et dir^é 
par un célèbre géomctrc , journal qui est l'émule de cdui 
de Grclle; m^'s tandis que le journal prussien jouît de la 
haute protection de son gouvenicuient, celui de la France 
est bien loin d'avoir joai d'une telle protection sous le goo- 
vernement déchu , an contraire. La République réparer*' 
t-ello les torts de la monarchie? Peut-être. Mais ta justice 
nooB oblige do dire que l'aDcieu gouvernement, peu avant 
sa dinte, se disposait à encourager ïesN<»tvellesjfHiuUetfU 
des souscriptions. Ces dispositions bienveillantes s«^t-^ei 
maintenues ; nous l'espérons. 

Quoi qu'il en soit , la huitième année , nous ferons de oou- 
veanx efforts pour mériter l'approbation du puMic géomètre : 
nous voulons que les Nouvelles Annales deviennent en quel- 
que sorte un bureau de consultations pour ceux tpù h livreol 
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«TK anoar à l'étiMle 4b U MlMe doefrine. AIh< toas les 
fHttTessenrs des départements et de la «apitale pouvonl 
s'adresser par écrit iM TertMlemefit «ax rédactears pour 
obtenir des retueignp-mealt bibliograpbiqoes tiv l'ol^flt de 
leors inTestigations. Dans cette mâiDe vw, boiu domieroM 
le» éiKHicés measuela des articles des josroHu étraagen 
ci-dessas mentionnés , et avec des dëreloppemMits pour 
ceox qui en auraient besoin. 

Les élèves abonnés peuvent noos conaoUer sur les àU- 
ficaltés qu'ils rencontreraient dans les questions d'examen , 
et nous nous engageons à leur en communiqaer la solution. 

A partir de janvier 1849, on di^vra «dresser les d e a w d w 
d'abonnement â Al. Bachelier, libraire, quai des AngiHttm. 
U n'est rien changé anx conditions. MM. Canlian-GoBory 
«t Dalaont (Victor), anciens éditeurs, servinmt k« aboaaéi 
qoiont déjà souscrit cbei eax poor 1849. 

On donnera toales fedli tés poor Kqnértr Iw TVlMÉM qil 
ont déjà pam. 



THEOREMES DE GBOMETRiE SPHBRIQW, 

FAa m. ITHBBOB. 



It existe ane seconde analogie inr ta sphJre avec l'hyper^ 
bole équilatére , savoir .- une ellipse spbériqne, dont le petit 

axe est - it , raf^xirtée an centre extérieur, situé snr le (oo- 

hmgemenl de l'axe le plus grand. Voici quelques propriétés 
de celle coniqne, que Dons appdierons hyperbole équilatére 
sphériqtie de seconde espèce. 
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I. L'hyperbole éqoflatère BfAëriqœ de seconde eqiàce a 
pour équatk» polaire oeolrale : 

tang *{> cos 2(0 = tang ^i . 

II. Ed désignant par u l'arc mené du centre perpendicn- 
lairenent an grand cercle, tangent à l'extrémité d'an arc 
Tectenr qodconque (p) tiré da centre , on aura : 

tang u tang p := tang 'a. 
Dans one hyperbole éqoilatère plane , si l'on mène par le 
foyer deax cordes, mutaellement à angles droits, l'nne 
d'elles, terminée d'nn côté et de l'antre par la même brancha 
de la courbe , sera égale à l'antre , comprise entre les dmx 
toanches opposées semblablemant. - 

III. Dans Bne byperbole éqnilatére spbériqae de seconde 
espèce , si l'on mène par le Eoyer deux arcs de grands cercles, 
mntoellement h angles droits, l'un d'eux, termina d'oncAlé 
et de l'tntre par la même brandie de la conique , aéra égala 
la partie de l'antre , eumprise oitre les deux braodws op- 
posées. 

Ce dernier tbéortaie admet ou antre énoncé , savcdr ; 

IV. Dans nne ellipse spfa^ique , dont le petit axe est -■, 
si l'on ^néne par le. foyer dens cordes (arcs de grands cerdes], 
matueUement i angles droits, leur somme sera constante et 
égaleiic. 

Cmsidérons la courbe , lieu des points prisnir les grandi 
cercles menés du centre del'hyperbcdeéqQilatèrespbérHine 
de l'espèce dont il s'agit , pa-pendlcnlairement aux tangenlti, 
de manière que leurs distances an centre soient divisées en 
parties égales par les tangent^. Elle peut être éTidcmmesl 
regardée cranme fournissant nne analogie avec la lemoiscale 
de Bemonlli. £n la nommant donc la sphéro-lnnniscate de 
seconde espèce, on aura les théorèmes soÏTaDla, qui Tool 
confirmer celte analogie. 
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V. Lft s{AàtHcmniscate de seconde eqtèœ a pour éqaa- 
tkn polaire centrale : 

tan^ ' - P = tang *a GOB Su. 

VI. EOe coindde avec le iiea da sommet d'an triangle 
«[Aériqne, dont la base est donnée et dont le prodait des 
tangentes trigonométrfqnes des demi-côtés est omstant, et 
^al an carré de la tangente trigonométrlqne de la quatrième 
partie de la baie. 

Tll. Ia base dn triangle dont on Tient de parler, cOiacide 
aTec la distance entre les foyers contlgos des Ivandies op- 
posées de l'hyperbole éqnilatère Bphériqne, de laquelle la 
sphéro-lemniscate est dérivée. 

On sait qne l'arc de la lemniscate de Bernonlli s'exprime 

par nne Tonction ào première espèce, à module \/- 
pareîUemeot. 

VIII. L'arc de la spfaéro4emniscate de l'espèce dont il 
s'agit, s'exprime par ime Ibnctim eOlptiqQe de troisième 

eqièce, h modale 



\A- 



QUESTIONS 

propoBéa auconeoun if odinùston à VÉcole normale en 18M 
ir. t. VI, p. 409). 

Sujet de coffipontîon de physique. 

Décrire tes procédés au moyen desquels on mesure les 

températures sapéricnres A cdle de l'ébnltition du mercDre. 

Un ballt» à col effilé , pldn d'air sk, pèse 107>,532 à la 
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iMapéMUvci de 82° et «nu la fKatkaa o^.Teo; l» même 
ballon plein d'eau pèse 664^,550. Od met 4« l'iode d oa 
cbauffe h la températare de 185° pendant très-longtemps, 
pnia on fenoe à la lampe i le batlon refroidi pèse aUa* 
li<W,085i; on caMB ensoite la pointe sons lenerciire, don 
bit pitwr dans one épronvetle gradnéa l'air restoat : ob 
trouva «fi emtimëtret cobes d'air ; on demande la denatté de 
l'iode. On doanale poids d'an centimètre cube d'ean à S9* et 
le coefficient de dilatation de l'air. 

Sujet de compoàtion de mathématiques. 

i** QtHtfton. Exposer la théorie des tojen. 

2* Question. Trouver les coodilknit d'équilibre d'mwdmitl 
peaaatA dost le» extrémités sont assujetties à rester sur dMix 
dettes axes , dont l'une est verticale. (^. p. 343.) 



RECTIFICATION 
relative au théorème du minimum dma t€ triangle {V. p. 407). 



Oe-tbèerène appartient k M. Hossard (P.), eaplItliM 
d'état-major an dépôt de Ut guerre \ \l l'avait commuaiqoë i 
M. l'ondra, chef d'escadron d'état-major, en y iofgnant 
one dénoDstratlon analytique. Le savant dOeier sapérieor, 
qui a trouvé la démODsIralioD synthétique, m'avait domé 
de vive voix ces renseignements, qae j'ai oublié de men- 
tionner. Nous rcvJendrcHis sur le travail analytique de 
M. HoBsard, qui se rattacbeà un problème ficwt important de 
géodéti». 
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GRAND CONCOURS. 

MathénaUque» élémenunre$. 
(Fig. 49). Soient donnés dans le plan d'an cercle deux 
droites parallèles L et L'. Par un point M pris sur l'ane, 
on mène deox tangentes aa cercle qai déterminent sur 
faatre on segmrat AB ; on joint le point M au point I , 
miliea de ce segment , et l'on demande de démontrer que 
(outesles droites, telles que MI, vont concourir en nnmtoie 
point. 

PAB m. nXlKB OBSB&. 

Kéteïaoùl 1190, iParii, 
é1é«eiiiMinedaBicéeHaiiEe,(il3aB« deU.Bigoardan. 

Sjpithise. U faut démontrer que les droites telles qaa Ml, 
remplissant les conditions de renoncé, passent tonjoars pfir 
oa point Ou. Soit lo cercle o placé en dehors des deiu^ 
droites, je prends des points tels que AI , M', sar LL qui est 
h parallèle la plus éloignée de la circonfcreoce donnée; je 
joins les points Det C, où les. lignes MD, MG sont tangentes 
à la circonrérencc ^ DG sera la polaire du point M par rap- 
port an covlfl : c'est-à-dire, qu'une sécante M M' sera 
divisée barmoniquement au point M et an point oà elle 
renoootrmii DG, par rapport anx pdnis H et H' (théo- 
rème 1 ci-après). Je fais la même construction pour le point 
SI' que pour le pwnl. M i je joins IV à G'; D'C' sera la 
polaire du point &!'; mémo oonsiructîon pour M", etc. 
Mais M, M', M"étantcu lîg^nedroilc, les lignes DG, D'C' 
doivent passer par un mi^me point qui est le pOle de la 
ligne LL (théorème 2). Joignons M P, je dis qœ cette 
ligne passera par le miUeo da st^roent AB, c'est-à-dke par 

D,.;,l,ZDdbyC00g[c 
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le poiat I. Si noos |m)loDgeons DG jnsqa'à aa rencontre 
atec LL la point N , la ligne NC sera divisée harmoniqae- 
ment anx points N, D, P, G puisque P est le pôle de LL par 
rapport an cerde o; MN,MD,HP,MC est on ^tème 
harmoniqac -, et AB étant parallèle à LL il s'ouait qae AB 
est partagée en deax parties égalea par la drtnte HP (théo- 
rème 3}, c'eat-à-dire, que MP passe par le point I mitiea 
deAB. e.q.f.d. 

j^utlyte. Supposons le problème résolu pidsqne AB est 
pardWe à^IL etqae AI >=IB ; ML, MD, MP, MG, sera on 
q'slâue barmonlqoe, et si l'on mène la ligne CD, cette l^[ne 
pmlot^lée sera divisée barmoniqnemant , anx p<^la N , 
D, P, G (ced est érident d'après le théorème 3). 

Mais DG l^e polaire de M par rapport an cercle o (ibéo- 
lème 1), passe par le pOle de LL (théorème 2), où NDPG est 
diTiséebarmoniqDanentï ce pAle n'est donc autre cboseqne 
le ^fAoX P où MI rencontre DG, On pent faire le même rai- 
scnnemeat ponr tons les points de LL; donc toutes les 
Hgoes telles que MI. MT passent par le point P polaire 
deLL. 

Théorème (1). (Fig. 50.) Sdt EOM tel que 
KM:MH::KP:PH, 

si j'élère an ptrint P une perpendiculaire ce sera le Uni 
demandé, car la circonférence O étant le lien des poiatt 
dont la distance aux ptwots.P et M est proportimindle i 
HM:HP, on a saccessiTement 

■ PF;FM:;PH:HM::PE:EM, 
d'où FM:EM::PF:PE. 

Mais IP perpendiculaire à KM, est bissectrice de FPE ; 
donc PF:PE::n:IE, 

donc FM:ME::Fl:l£, 
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mais si MF se rapprodw deOjknppwtcooUirae àiToIr 
liea; F, I', E', se rapprochaot sans cesse, A la limile ils se 
conTondront en D, et DPG sera la polaire. 

Théorème S. (Fig. 5i.) Si DC est la polaire de U, MH' 
po'pendicalaire sur OAI est la polaire de P ; car menoiis 
NPIM', 00 démontrera preaqoe comme dans le Ibéortee (I) 
que . NM':IM'::NP:PI; 

.fluelfet NP:NH::PH:HU, 

PI:IM::PH:HMi 
NP:NM::Pr:IM, 
el par suite MH':IH'::NP:n. 

Théorime 3. (Fig. 53.) Par le point I je mène aoe ligne 
qaelconqae.^Daiu les triangles semblables HHG et BIG, 
oaa MH:BI::HG:IG, 

datut les triangles semblables KHM et KIA ; 
-oaa UH:IA::I1K:S]; 

«nais . BI = IA; 

'donc HG:IG::KH:KI. 

La rédproqoe est presque sraiblaUe. 

HG:1G::HK:KI, 

d'oùl'<»i tire lfH:BI::HH:IA. 

ZKieuttitm. (1" cas.) Je sapposerai que le cerde roule pen 
i peu vers les deux droites (Fig.'53]. 

Quand le cercle sera tangent on coopéra la ligne L'L'^ 
le probltew restera tonjoars le même; car on aora toojoon 
le faisceka hannoniqae HU', HD, HP, HC. Smlem«it le 
segmeot AB et le point I penTent cpielquefois coïncider avec 
,DC elPon se tronverau delï. 

Si la circonférence se trooTe au milieu des denx Bgnes 
(Fig. 54), il n'y a enc(H% rieo de remarquable et le point P 
se troave entre U et 1. 



byCoog[e 



-458- 

(i*cu>. Si^ifNMoiiB foe la dreondArenee AMmée aoît tai- 
gmtt k k Hg» LL, il n*? a pM akwB de solnticHU (Hg. 55). 

Le segment AB derieat infiat , csr le point A. est sÉtné k 
rinfliii. 

H M prenait le point H' le sèment anrait ses deos pcteh 
cfeMmitinfini. 

(3* cai). Si le cercle eoope la ligne LL', le problème ert 
impossible si le poiBl est pris dans l'intérieiiT du emàt, 
(Fig. 56.) 

' S'il est k l'exlérienF, la oonstractlon n'est pas en déhnt , 
■enlement le point P n'est pins k l'intérieur du cerde. On 
r^te i» démonstration est identique. 

4* ^. (Fig, 57,] Si la circonférence est tout à fait e^ti-: 
rieure, à LL on retombe presque dans le 1" cas, on le dé- 
montrerait anssi directement, Seulement il est plus simple 
de mener par le point AI nne parallèle à AB, el l'on a 

A.l,:Al::l,B,:lB; 
et la démonstration est idenliqae àla première. 



THÉORÈMB 

air le cylindre et le e&ne txrcotuçrit* à um tphére. 



CbeCda niuiiiai du Verbe Incuni, i Ljoii. 



Théorème. Le cylindre circonscrit k nne sphère est mojn 
proportionnel entre la sphère et le cAne éqnilatéral drcon- 
scrit^ tant pour les surfaces totales que pour les volumes. 



i.vGoogIc 



MÉTHODE RAPIDE D'&PFROXIMÀTIOI« 

p. 2W). 

Soit ^ la première aHVoxInuUoa de |« rMi&e cqbiqtw 
de n i f «is(HU 

et OD détermioe 'de u^e »,, m^..,- Enanite fotfim 

^ 1-M . _ 1— % . ^._ 1— M, 

•'''"l— 2u' •*'■ i — 2i 

|/N = iy^.^.j', 

Braille I 

N=:2i a=i; «=-; 1*.= ~; ".==^ÎTÏMit**«-' 



:r.= ;;^,=; 



1S7 768fUiai 



*'•'• 126' •" . 7M14Î87*' 



»W76814*I3» 

'i'iaS' 768143878' 
Cette métlKide est indiquée sans démoutralioa. 



•^='lii5-^îi5Îs' '"" i--^'» " »*" ''*'°^- 



NOTE 
mr J0 (UopAmcI» la Avwutw-MJ*. 

I. NotaUim. Soit an poljrgone de n odiés; e, na qoel- 
Gooqae des cAlés; rtndieey' prenant les valenrs 1, 9,3... a, 
<Hi a les n cdlés. Mencms nue tranaversale coupant cbaqœ 
c6tâ eo deux Kgmeats i soient «,^^,j, les deux s^meots da 
cMé Cy, additift oa amutn^fâ, sek» que lear somiDe ou 



:, Cookie 



— MO — 
leur dfff^vnce sera égale à c^-, cooTeDons qoe deux seg- 
meaU adjacenrs , ajant en commun on sommet du pd^one, 
rnn aura un indice pair et l'antre au indice impair. Cette 
convention détermine complètement l'indice de chaque wg- 
ment ; cela poié , on a le théorème suivant. 

II. Théorème. Un polygone de n cdtés étant coopé par 
ane transversale , le produit des segments d'indices pain est 
<^ an produit des segments d'indices impairs. 

Démoiutra^tm. Désignons par o^ l'un des quatre angles 
que bit la transversale avec le cdté e^; cfflone il ne ^agfn 
que de sinus , (m peut prendre no- qnelcpnque de ces angles 
dans le qootlent du produit des s^ments d'indices pain par 
le produit semblable d'indices impairs. Au rapport des seg- 
' oMuts -^ on pent substituer celai des alnu -: — ^- , et le 
qnotlMit ainsi transformé , chaque sinus apparaît une ibis au 
naménitear et one fois an dénominatecor, puisque fe même 
angle répMid à deux segments d'an mémecOté, parcons^ 
quent l'un pair et l'antre impair ; donc , etc. 

III. Si la transversale passe par nn sommet» un s^mcot 
dlndlce pair et on autre d'indice impair devient zéro, et le 
rapport se réduit à -. 

IT. Soient*, — «^=e,, d'où ^-=s\+-^, ifm 
d u transversale devient parallèle au côté c^j lerappwl 
-^- devient égal à l'unité ; le rai^iort des produits se làm- 
plifie et ne cmlient plus que n— 1 rapports. La polygone 
ayant plnsienrs cAtés parallèles , si la transversale est paral- 
lèle è ces c61és , il disparaît de chaque terme du quotient 
autant de Tacteursqu'il y a de cOtés. 
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TABLE ALPHABÉTIQUE 
DES AUTEURS (*). 



PU. 
ANONmE. 

Théoréma int le* dUgoiulM de* p«ln«iiN. M 

A0n3T(Louli), d««uar te lelepMa , pToteueDr lu licéedaSIciibairg. 
Coiibea lur IsiquillM no point peMni, uni tIImm iDitlile , em> 
plDiapoDtdgMeDdKjuiqii''iiP°l°'l*P'<i' Ixa nn UiDptdonDt 
pir BDe tODoUMi «Itibriqna dg U binuur IM 

UBIHET, ntmbra da rÀudtiiila dt» iclweai. 

Nou nr l'uUon lUUaae de U ton» dut le pmUtUgnMBM u- 
tloDlé de Watt *M 

nEBNlBD(l.)i preteuBOT n Ijoëe de Tenrt. 

HoU «u 00 pcftsUtUB de géomMrli. Wi 

KaWITfOHUD). ' 

Diiu Mate lattiN ganoke du teeond degrt , U umme det db- 
tUM«* tm dlSéienti polati d'osé mflme Ûtni de eeiirbnn t 
nna trileeteln ertbofODtle qnelMBqne dee téntrelilDei raoll- 
Ufiiei do prenUei ■jntme et à née tnjectolre ortbegwiile 
qnalMDqoe dei gtaératiioH TeetUipet da uooiid aiitème, • 
conittiuneDt le mime Tâleui Ut 

lORQItBT, pretefieaideiMlMmtUqBeiaalTotadeTaan. 

Notevor U gtemtirie «pUrtqae uiiIrUqna. i«, tM 

BBKIOH ( De Cbimp ) , Inc^est det peni* et cheaiièea, 

RMMtlon dVm poUaletom dg géométrie oa poataUlom d'Badldg. >t 

SocMkde note lar egl irtlele.. «i 

Pioprlélée dei sentre* dee cosrbe» alfébrlqaei. III 

Quel eM le phu (rend «ogle Inierlptlble du* ua legmeni doMé 

d'âne M«iqM- **• 

• Lettre MI Igi ratatie* »•• 

Soi na pMtalttBB de géométrie é<» 

BB1B81NB. 

DéieloppemgDl de «* en «èrle •• 

Nota lar lei rœetl e» . ••• 



n Nom daren* caa laUt* k ralréme «bligeaace da M. le ptotaMor AaM 
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UT*LAN(E.}7 

CaBdUionid'éqiilibreile qmlre forcei fitoéci aa dmi iltaiet dut 
nnmeniepliD, miii non ■pplïqnteBtnaBiniiMpainl. . . . . 
UlcwMIndM far«M, dèiigiéekiMMellenital pu LX-HCV+NZ 
MprtMDic !• isnti^e de \$ ««nwe àm Mtraédns a)ani pont 
trttu oppoties Ici droitci qal reprtunMDt bb grudeot al en 
dlreMion les torcei P,F, P" ces droitet itutpriiei daolt 

Kener uns Donnile 1 une ooniqne iTee U règle «l le csmpu kd- 

lement 1», 3 

Lattre lui nn postnlalum de m gèom^lrie 1 

DBJIDBRBBIIB, prolMMor. 

Thtertme de itsUqae lur le pUn eeDiril et rueceutnl. . . . 1 
Udb (orée quekcnqn pcat teijoan «tn i— p l« c*i pw tt M««i 
•ppliqaCe* lelon Ici >ii «rClei d'un wuaèdre: «u«iuloii i « 
t»ree* en équilibre 1 

DlBUOCIt, docteur te tncDOM i Siwbein (BideX 

N»t« nr llnlégROa dtflnia \ * dt.tténntcompriiBBtre 

a et 2n. 1 

IIBD , «i^ de CUoirenitt , i Dijon. 

ConpMllion de tlaliqoe pour l'tdmluloa à l'école notnwle ca 
ig» I 

IK>STOR (1.-Q.) , docuar et Mieneei nMihim*uius». 

ijro d'an quadrilatère quelconque 

4Bn d» yriiBattre «trwwHpMMe. i 

EUKBX 01.), Mn àm Ijoée de TerMillM- 

Uw g «« ui «ti1ipie<iei«oBMneBd«iI>WriiolBHi 



D MapoiMflMMrl* AeoB- 
nnSTSMANN , t DHMg [ (Mie ). 



PINCK, proreasenr k 11 teenllé dw KLence* doStniboarg. 

«KROHO, rédielanr.: 

Propriété dei ungeateawucoaHines 

Théorème iDrlei rifon) TMtcan dei eoniqnet. 

•MLLES (Lnelen} , iléfe do oeUége S«lDi>LoniL 

Dmi pOtJgone* (ont MmbleMa lonqn^h sont etrcODieiV 
elqaeletdiBtaDceideiceolmdeioerelet Inacrili eu w» 
■ont propwUonaellei el wmUiUement plttoéet {Frd. i , 
P-flM) . . . . 

l'èlwKloB jr^ + rf- +.... +— = B— • •«MjMWe 
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(téUnlaa nombre pi 

p,el(ia'+»^ Bit dlTiriM« pn y*, alsft*» Ml AtMMc^ 
f ; sSmai proprlétéi lonqa'an dei BSBik>a •• ide*l«at 
nègitif [Prob, iM.t- VU, p. a»] . . . i 

ODILLAIU) (Lonis), cbet de l'iDatltal da Tcrbg Inevut , 1 Ljon. 

TMorème *iir l« cjlindn bi le cAne clrcoBiwriU à U fpfaM. . . 4 

BAILUCOURX (i.), proreuanr aa I jo«e de R<HiBa. 



HBIREN (Cnllfl). 

Théoièmeiiir lBeeplrcd«grHiU 3I> 

HEHU (Ueniloe) , inténiear gèopiphe. 

~ " ' » dei li(iia> (ligoDMBélrifM* d«H «bMBB dM 



HIU. (lïene). 

Uélhade d'approximaiiBD '. . , . 

BOSUBD(P.), capllalDe d'AUt-malsT. 

ThèortmBdn mlnimoB > 

JACOBI (G^J.) (Cran»). 

Expreiiion de chigoe ricina dei èqniUem Aci 1*, r «t 1* Sflgrte BI 
[oncUon iimitrique de loMai iea nsiae*. > 

NouTMDithécrtaiBireUtibiBijitJmede diui AquUimf Ideui 



lËlmlniUon d'ace Tuiible enlre deoi éffatrialn Blittolqaet. ttt, m 
Tbèoréma arltluuologlqae da M. Slainer MS 



JlNntOID (B.), maître d'éludn an Ijoèe de DljoD 

DonMie iDpérienre. 

Par le r«ier d'une ellipie On mtm Jees eorAn rMWntrtMMi dan* 

le cercla dterlt nr te grand axe eoisme dfimtire, Lat deu 

cordai lentègalei t dani diamètres ooDjB^MAI'tMpBa. SI par 

des cordes, il est partagA par raom eoRHen <leM Wg m enta 
tgiDi ani rajoDi Tcelein qui YODtdn lojet au eUMMUi d'an 
du diamitie* conJupiM dau l'etllpse-H^ob. 1», I. TU,^ ».J 141 
Allft t^ttoe] , pTatHav 

Question piopesAe as oi 

im 1 

Note nr la rapport de 1a eireonrérenec an dtkBèlre par Ik tA- 

l^oda dei lurfacei igaiTalenla ] 

IEMàIS (de LoBdm). 

Ml l-ft». »)i •-F(«i,f ) . d'o* «-f C», i f-««i <). OD ■ : 

(/'.P,-/'/.)(f/,-f.fJ-i. 
Iea (oiwUoni aoeenlaéei étant IN dArliiAei par rapport atu raria' 

bleiiatilM. I 

KOBÂLEE, probsHur. 

TtrÏBcatlon nomérique die lomnlai d^ probUme d'iaUrtti 
c«mpoi4t nr les impAli p^agrassili lor In m 
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UFOHD (AdriM), Mn dnljeto ■mim.i i 

lira gtomtltiqae du cmlre Cno cercle Untsul lui oAMi d^n 
trlu^ ISMiii du» DM ciTeoBtirenee. (QBnUon d'aïauuD.]. , as 

LAPONGE (Em.} , titra au MUig« militaire di la FIMn (admU à Fteala 
polftadwigiiB). . 
Etait donnéi un ara al ta ciû'dg , troQTer (M rajon. [Prok. in< 
t.T11,p. 4H.)> ■ M 

LKBBEODE , pntatMnr 1 la taenltt de Bardaau. 

IMaoliilloDmMBbnicntlandal'tqDatlon a>'+y*— l'+p. . . n 
NManrlaacdDMdiiMeonddtgrtei larlaiaililpattifhtriqiMfc lii 
Bamirqaa mw eelta qaeiUon i Soient A, A' dau pohM d'iM <d- 
lipaa, AN, A'N, dauinoTBilaaiamMoauanten Ni*«tV la 
grandeandao«anarDialc<;p el^ 1m dlaUnfeaida cchtn «ai 
Ungantai puiant par A, A'; d la dcmi-ditmélre paTallilaàta 
eorde A,A', on a; i°mfi + «'fi'— 3d'. 2> Si l'on mina la* dtai' 
antrea normal B> paHaDlparN,on*:Bp4-«'p'-t-af'|/H-a"<^"— 
^conaunta. >° Bi A' ic rionlt à A, on a ; np—d^, odaeslla 
rayon de coarbore. 4* Celle dernière eipreuion a'appllqueail 
rayon de oonrbat* d'iioa ligne de eonrbnre de l'allipiolde, d 
tUnt la deml'dlamétra parallèle i la Ungente. [PreW- lai, t- Tl. 

p. an.] m 

TÛoHoM de Kevton nr lai aijmpiolei W 

Haie inr l'iqaation qal donne lu aiea ininclpaiii dea mrCaoett 
MBIra dn laeond degré W 

LBULLllS, éUn da ooU«ga de la Plèebe- 

SI ABCDB e*l nn pentagone plan, il«,t,-j,S,t Mnl lei afca d«a 
Manilet ABC , BCD, GDE, DBA , EAB, ei al S eal l'aire dn paU»- 

8»— BCi'+î+ï+ir+ «) + -«+ (ï+ï/+ *+»■—•• 

(Fmb. lai.l. TI,p.ln] U 

Dliaaaaion dn Uea d'nn point tel qae al d« là on nène lea lan- 

leDlet i deux oarctea aginx, lanr reotantfo aolt conilut. 

[Pc«b. m, t. VU, p. 4>] iM, m 

ConpMltlon torite pour Hadmlialon à l'AoelepoljlMtaDlqneen IMT. in 
Uea dea prcdeotlanj da sommât d'une eonlqne (ni tontea aea tan- 

ganiae SM 

iXHTHÉBIC (mth) . proreHaor. 

Tbtorie gtoerato dea pAlei, potatrea, plane polairea etpolalraa 
Mnjognéea dea lignée et inrlace da teooiid ordre. . . . lu, II) 

LKSKURBB tJalM) , élève de l'iniUlatlon Barbet. 

Cinq polati lont iltaèadani un plan et lel* que trofa tie aant paa en 
ligna droite, il j en a loajoun quatre, wmmeti d'aaqnadriUltn 
««•fOM; par M* quatre polnuoD mine deniparabolea. La oo- ' 
nlqne paaaant par lat oinqpolnli eil : i*aDe parabole, *i teoin- 
qaiène point eM «ar Pane dea deni parabole! i 1» une bypeilMle, 
à le dnqnltme point etl dini l'Intérienr oa bore dea deax para- 
Iwlea ; 1* ane elllpae , ei le cinqafène point «et dani llottriear 
d'nne parabole clbera de rentra [Probl. m, l.TIl, p. Tt]. ... 111 

LOBATTO (Crelle). 

■omeoti d'inerlle d'an arc de cercle et d'nne inrtaee apbiriqne 
par rapport t nn point W 
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LOXHAT (de BrraRlte*]. Voir JiuiAti, 

(a* t- Jï + ra)-" + («"i + 1'( + tf»)% + tt'a* V't + if'xy —d'. 

Les iiei tient recungalaim, ces deal équtliOD* lont celles de 
<leuBtIipioï(lei<gBUx[PioJil. ISS, I. Vil, p.xto] 11» 

MIIDIHEIH [A.) , éltie du Ijoée CiMrlemigiie, admii k l'école polylMbni- 
queletf. 

ProblémesuileKiearadlaïuifProbl. ST, l. Il, p. 39)) Hl 

Ibeorème sur les «lea da l'ellipie et de j'hjperbele Ul 

Soientm', m",)»'" iroli poloU d'uae ellipse; menons par les points 
m', n" dei Ul>(W»'ei A cette courbe . spppoiani-lei 11 couper eo 
T t Joignoni Is point m" en point m'", et ptr le point T menons 
une BËcanle parellèle a il corde m", m'"; cela (ait, sironloint 
la point m"' tu premier point m', la llRne de Jonction m'", nf 
passe au milieu de le corde litierceplM sur la aicanle parUDtdu 
pointTelpar>lt«Ie4i«",n"'[Probl.lSi,I.Tl,p.3«]. . . . aw 
HBMTION , é\t^i du lycée Dtscarlea, admis i l'Écola polytechnique. 

Soient A, A' d(Di points d'une ellipse A'fi,Jt'H dcni nornules la 
. lencontranl en N j « et n' les grandeurs de ces normales , p, ^ 
les dislitices dD centre sui tangentes passant par A , A' ; d ia 
demi-diamètre parallèle i la corde A. A', on a : t» np^'p'— 3d' ; 
l'Si fon mène les deui aulrei normales passant par N, on a : 
»pti»'lt'+«"i''+»"'P"'"*enilante. î= Si A' te réunit en A. ou a ; 
«p — (I , d'où I* est lerijon de courbure. !■ Cette dernière ex- 
pireuiop s'applique au rajron de courbure d'une ligne de cotir- 
bnia de l'ellipsoida, à étant le demi-diamètre panllèle i la lin- 

genlB [Prohl. 181, 1. VI, p. STI] 114 

SolDlloD de la question isi Ii4 

|j lunKne des lignes abimnei an projsiant les longueurs de dei» 
normales comprises entre lear point de concoari elles pointa 
où elles rencontrent rectangulairement ta parabete, mt les 
Tirons vecteun de ces points, est égalée la corde lonle parallèle 

i la droite qui les joint [ Tb. isi , t. VI , p. m] SW 

Note sur tes normales m conlqaes , lii 

Si une droite touche ini points P, R leipectiTement àtox bifer- 
bolea èquilatéiei qui ont le m«ae centra al qui se coupent enQ, 
les trois distances oP, pQ.aR formeront nue proportion continue, mi 
Notes snr llijpefbalB tquUalére circonacrila à nn triangle et sur 

la parabole Inscrite à un triangle 3» 

pâlantan nombre premier Impair, a et t deui nombret giemietf 
aP<-èP 
«lire ODi; a + t et De peofant «toIt d'attiré (Mletir 

ooinn»n que V et si a^^ V «tt diiisible par p«, alors (■+ i) tU 
divisible pat f-^; vatmet propriété* loisqn'nn de* noii^tiw 
aoB tdatlentnégMll. atf 

Note rectiButlTe de la solution du problème ■ Cooper nn tritngte 
pn nne tranSTcrsale de manière que troii segmenta non eon- 

aèentfhMlent^ui, doMte t.Vl,p. Mt a* 

HINDIKG (Grelle). 

Thèorèmei tm le cenirB de tMee* non panllèles. i7* 

MURENT (JO, baebaUer U tciences, i aenHmt-Parrand. Toir Iciîmi*. 

P étant la limite de la [(««lion OoBtinM aia-ft:( + «ie+il et Q 

Air. bi lUwtK. VIL 30 
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ébnt U llmils da la ftaetion CMillBO«<i>t+t:i+«:i-fi,Ma 

P(a-i-Q-!-l)— s-l-t! [Prab.itl,t.VU,p.lMV M 

NlEVarGLOSKl (6. H.) , r«p«lil«llT an Ifcte HoDge. 

Nom Enr lMTalennqnlwpr4a«BMMioatlat»niM--, ~ttxm, 
1", ««,0<>, danilci roncUHUd'RngaeoleTUitUt. . , . . M 

ORSBL (Jolei;, laniéat (iMmcnuirM), iHl *» 

PISTORIS (DK), capiialoe d'uiillerie. 

Kola vu le* iwraalei mii soal^M*. lU 

PLANlCJO.i Tarin (Cralla). 

NoiB niifutneUMi d'une racJMéy UnAiH t^±V^. . . m 
PLDCKEtt, prafeiMur IBoQii(Crellc)- 

Tbéorémei gèattay* eoncernanl Ita »i —a i— d'an dapi qval- 
canqnc CQlre un nombra qualcoaquedlDCODOiici. M 

POUMA, t/be! d'sicadron d'élat-major, {Veir Hosbasd,) 

Ihéaréme de minimum d«iu le idtDglaplaD Ml 

PRËVOTEL , tièie da Ijcèo Oeicarlai. 

Quaiilon du concoun gtoéral ds iltr an mattimatlqiut tpt- 

dale» H 

SAlNT-VENiMT, lagèBiait M chat 4*1 pMU-cl-ebaiïstes. 

Bi«|7>pl>i« deWaniMl, auBiiiialaar d'admbwoa i rtaatopolT' 

IBckniqua UI 

BARBU. IRIcbard), lanrèaL. 

Gnnd euncoDntfa illi. Éltaientaires M 

SERHT (P«ul). il6Te du Ijato Uoa«B, iaortat M ipécialei da lit*. 

D«nianiiritlsnd'anlfeiarèœBdca«aai<ntIapBiilagMiaIPraft.t*^ 

iVI.p.îTï] H 

Lian gÉoniélrt(|Da dsi projectioaa srdiDgODalBa dn cauire da la 

hmnistate de Bernadlli lur sea linganta 'H 

oio, ABC tlnil dcui triangle* reciiligne» giiu«9 dam le utme 
plan, lMqu(ti«>oio[MUÏ,«,B,CèUnEai«i DBdanne la rela- 
tion — — •— — cDnaianu •« -;*)leMma«l*d*aTitMielipia 

plane aigtbrique ditiiM par la dioUe te en deni partial tgalea 
•t>jmttriquN,le*<>nBat AdécriNuna ligna de BeDa4eeré, 
ditilAe en deai partie* tgalcl el ijniélriqaN p«r Ixtieite BG 
[PnM. lia, i. Tl, p. tS4] m 

ntorAne aDalagna pour le* tétriMre* [Ptob. i)i, i. VI, p.iss]. IM 
' Noie aur mécanique eirconacriH h chiq points ou tnscrfle 1 un 
pentagone IW 

Nott lur on ibi«rtma de la Diiorie de* propritics pfojeo|]*«i de 
M. PoMBlel IM 

t>éinan*tralion anaixtique d'uno Identité eot» dcui «ipreMlMa 
algébriques lU 

Théorème* rorreani aur te qnadrttaiéTect le peuiagone intorlt* 

.■Hélhode analyliqni! pour la délertalnaUon de* tojera de* lon- 
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C). 

TktortBM d* gtoAtirta i^ri^M, lU 

M m 

nBQDEU (0), rid*e(eiiT. 

Hétbade dM bonogèsci t 

TroDTer It longueur d'une eotdt diriunt U iarhce d'aa carels 

donné dfM on ripp«rl dooné , ■! oonfUnln gèofaèMqasmnit 

féqalUoii 1 l*quelta on jrrire tl 

ntortme nu le> cetclci oMalaMBn dini In nMiigoM. . . . ti 
Dlacmiion d'an« lucftea du 4< degré doaniat une Taleur appra- 

Ebée dn r*dlcal K s«+yi, d'iprt» H. Poncslet. )9 

Kou rat me eonhiae on ctietrDierfM oa inMilM < un penu^one. i«« 
Tormalst de Delimbre el tndagjM de Keper, dèdoilci dn ror- 

mnlet [•ndimentalei de U trlgoDamtlrie •phériqus (Cielle). . Wt 
Diteuuioa d'une conlqn» dtnnte par udb AqualloD enieloppe on 

■Di ardODuéei Knétlre* de Plncker et «ppliciiion du problêine» 

*ar )•■ eoteloppcf de« e«rde» des eoDiqoee. m 

Jtipp*n tegmcDUire, prtJwUI, tpbêrlqie [ t. VI , p. ee ]. . . . Mi 
B«ïaUonid1d*niliéetéqDitioii«(0DdiiMnulHreIitiTeianxllgnei 

duMcand ordre de* poUirei réclptoqmi Ml, Mt 

• Murbei tllnéecddu le méaie plan «odi pirMuraei ebecane pir 

na peint miiériel de matie connae ; on donae 1* loi du mou*e- 

mcnl de 1» prajaclioD de eluaiin de œi polnU anr une droile, 

trouTtr le Heu géomélrique du centre de gnviié de cet muuii. li> 

Tbéorème de H. Vlllireetu (Tron) lur le Mrre Hi 

Iliéoiéme de Hiiobeioni «ur fain d'uo polrgone recliligne plan. SU 
Qaealloai d'iDièréU Bonyoté* , Impttla progresBils lorlMauGeu- 

*ioiu(Lain«) IN 

TbéoTème* de H. Strebor lut an triangle tarné par troli arca 

dliiperbolea tqnilattre* ooncentrlquM, ou pardea parabatsa 

eonfocalea UT 

Notai addiUiM * plmleun artlelee de m Journal M, n 

MT, m, 311, m, us, 11», IM, U> 
Rélleiiona aur lai élodea dei IjcAgi et aur Isur dungemanl de 

nonit. ■ M9, 1T6, an. Ut 

Seconde dtmontinllOD du théorème de Neviea aur le* a*imp- 

lotca ellei poJnti mnltiplea 41t 

Treuiet rairetTune linuMCiIde. 4M 

Problème Ht lei lieux léométriques polalrei <H 

Progranuna du baceaUuréal éa leiencea du 1 Juin lUi iw 

DUcoun prMtODDë par U. Annceui à U diilributlon dai prix du 

IjeéeUonge ut 

CaniIdéraUoDBiar leiraclaeidet èqniUoni algtbrlqoe* (d**pté* 

H-XInding] US 

Tbéot4me homograpblqiie aw le* MnlqsN. • 44t 

U. lor la traniTenile ug 

VACHETTE (AOi licencié éi acienee* maitatmaiiqaea et pbjglque*. 

Uni droit* de longueur délarmlsAe élact dltlaée en m parUei 
égalée par de* pointa rongei, et en > partloa «gale* par d«a 
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Ht. 

prinlj nain, inravir l> plui pMilediMinMMintinpirfiitnoit i 

ctnnpoInlraagefPrab.iTS, I.VI,p.4tSl It 1 

ProblAme de combluaiMn de culei .tu | 

ViNNSON, prolcsiror (VcruiUeO' 

Note lur la inrhca do triangle apbtrlqae et inr l'elllpae iphi- 
rlque 11, Il 

VATELETCA.), officier d'académie, directenr da récolapiinaire rapt' [ 

rieure de Soistons. i 

Thtorèm«f sBrle poinl de moïenoa diitaDce Ml 

VERHCLST, profeueur i Braiellu. 

EitracUoD de 1* raciaa urrie oa oDblqaa, tree nne approxin»- 
lian dilerminie Il 

VINCENT ( A,-J.-B.) ' 

MoleiurUlb«oriedDplTa1Mi^nmDiBdaWalt. si, M i 

Sbt 1« ditermlMUan dei tajet* dau let «oniqnu^ Wi I 
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TABLE 

PAR ORDRE DE MATIÈRES. 



Note tnr r«xlrMil«n d« 1* rtelne etiti» oa cnblqae 1 moiDi d'niu dsinl- 
oniU pr^< el mr le àt%ti d'appioilmalioD née laqad il faiii calealer 
las nembrïï ineommcnianbki danl »d taqi eiMlra !■ rtcioe carrée 
on cnblqug pour que l'crreai du réiqtut mis ao-dnwaa d'gne llmlle 
donné*; parM. Ttrhutat 

p «il no nwDbrg premier; a,, s,... a, aontii nombrei non diiisiblsi par p 
et laisatnlmrèijdaa dilTàrenla: la lomme dea eombinaiiani àiaertpi- 
tttlon de 11 eliiw (p — r) de eea* tlémenu eat dldtlble pup lorMpie 
r > 1 cl r <■— 1 ; par M. Jarvbi 9 

Prebltme de namblBalaon de catlea ; par M. TaeheUe l 

• 

n. Al(ébfe èU)n«Dt«ite. 

RisolBiios en oombrci enllen de rtqvalian a'-J-tri-'f'+l'i pirH.Le- 

■du sar t'Mtraciîan d'une racine do biDAme V'± V' ï; par U. Plani. . i 
Qget[iaQid'<nl«r<Ucampoi*>;[mpAlpnigrenit»DrIc*lnKeMlon*,d'ap>4« 

U. Lami; par M.Tcrqaem 3i 

TtriDoiUan namtrjqoe da la mIuUod du probMme pricAdent ; par 

■.Koralek ,'. S 

Nom inr le rapport de la dreonUrance aq diamtire par la ni4lll»de dei 

lurfaoea «qulrMcalw ; parM. Jnbt (Su(Ads) tl 

MMe inr Ita Talenn qui aepréfenlcptMni» lafonnc -, — .Ox*. I*,**,*^! 

dam let^BDeliani d'une •enleTaiiiblei pu X.O.B.MeTeDiloaU. . . u 

^ m. Algtbn nip4n«D«. 

HMboda dei homegtne* ; par H. 0. Tcninani 

XiprMiloD de chaque nelna dci éqDatloai dei 9*, !• et !• degré* •■ 

fonclioo iimèlrjqne de loilei lei rarlnni par H.C. S. J. Jieobl. . . I 
Nele lur ledéieleppcinenl det'cn léciei par H. BraMine. > 

HeuTetai Iktorénn relatlb au ifiléme da deni Aquitlona i deax IncoD' 

■ao; par H. Jieebl il 

ÉélnlBiUon entra dmii équation* i deni Ineranueii par M. JaeobL • . Il 

Salledu némeartlcl* W 

Tbénèmai génèram coneerunt Ici équailBD* d'un degré qaeleoaqne entra 

an aambre quelconque d'Inconnue*, d'apiélM. Placker m: 

CM»idénlloniiHr1e*nelnflidaiéqnatlaniil|ékriqnei; par H. Hlndinii. f 
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. CUomélrlB «MnMUire. 



L« nombn dei pointe inlénearg d'inUrteoUan du diagontlo* d'un polj' 
KoneconTcie eti égd >u nombrt dei lonimeu pris quatre tqoalreiptr 

un é\tit de Cfa>rleioign« tl 

RtduGtian an poslulalum d'Euctids de ca poitolitum de géomèlria : • Diai 
drollei IndéOnies éUnl «[luéei dias un même plia, il la première ■ 
déni poinu ritutsde cdté et d'iulredcli Mconde, elle li rencontre;' 

pir M. Brelon (de Champ) n 

Noie inr cet article: par U.B.Caulan Ml 

Neleinr le mAme article; par K.Barnard ttr 

NateiarlBraïmearliGlej par M. Breton (deCliamp) Ml 

Aire du quidrilatéce eirconuriptiblej par U. J.C. DoMar ...... M 

Cubalure da quelqnea oorpEj par U.Finck Ut 

EipreisioD de l'aire d'uD poliijonereciiljgae plan; pai H. Terqnen. . . HI 
Si par chaque angle d'un trlinflle on mine une droite qui oonpe le eilà 
oppoiÉ en deuxBegmenU proportionnels au i carrfti deaeAMs adlMenU, 
les troii droïlei «a coupent en un poinl tel que la lommc daa urrii dai 
dlalancesde ce paiBleuiodléadn triangle «t na ralninian.ieUlïramMil 
lia Btmeiomoiapoard'aDtcMpainlade J'e>paee;parlUI.IlMUid(PO 

et Poudra in 

Nela rccUQcatlre da la lalDiion de «e prohlèna. Couper un triangle par bm 
Irauveraaie de manière que iroisiegmentaDOD con>6culir> Boieat^Di; 

peA. Henilon. I. TI, p. 3ïB; par M. Manliao «H 

TtiéorémeiBut le^oinl de mojannedtuaDce; parM. Valalet. . . . . m 
GtoBélrleiphériqu*! perU. Strebor 115, 4tl 

V, Ttigoaométrie reatîlîpiB et trîgonOBaMrie apliériqat. 

TaMean an tlgnaa <la* llgaat trigoiométriqaM daM abacua dea «wM 

qMdranlaipar H. BenriUaurica Mt 

Noie wr Li aurfaM do trUngaltira «pfaérif ue ai asr t'elUfta t| 

par M. Vanoion. . .* ■* 

Soita M tn do mtme ariida- 

Hoie lur la mtoieiDjeii parM. Bargnet. ....-..■ 

Suite et Sn du mAme article de M. Borgnel • 

FonoDlea de Deiaiabre et atidogiei de Keper, dMBltaa IrbM' 
lonnules fondamentalei delà trlgonamttrlâaphériqne, d'api 
par U. Terquem 



m. a i i MittU l» kBalytl^aa k dmm 4in 



ir nna néma clmanHmae; fài U. 0. Tai- 



••ieDiMT.UTdeDi UBfaata* Hontei parlepolaiM à anefllipaadeM 
la* l»|«n «Dsl FiF*; «i l'on pitod lar eee Un^nlea de* leogBaars W, ' 
H'O*, leipeatlrament égal» aui dialancai HF, HT, la droiW OO' eat 
écaleaa iTtndaie de l'ellipaet ptrH. fitrona 

PnprlitUi d'ane cosiquo ou clrconicrlle oa Iniorite à un penlagaaa qiel-^ 
eonqua;parll.O. Terqnem * l 

■UaearlicleiparH. PanlSerret. l 

Daa eoarket mr leaqaelka bu palat païaat, im» tII^ ialtlala, «iphlT 
paar deae«ndi«]Biqn'an polntlepluaba* un Umpa donné par une tona- 
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llMal|<bTtqiiedBtibialcur;par H. LaoiiAauit. \tt 

Si M drolln te coupent in un p«lnl dini fa plin d'ane eoarbe algtbriqoc 
de degré M.elqee leDl-mncontnartelleiouliiiaglnlIreiai'ee la courbe 
■alenl ditlrlbatei demi deuil égal* die Lance de ce p«)nl, ctpvinlett 

ua cenUe; par H. Bmon (de Champ) ilT 

■• Si deux d» cMM Afi, AC d'uQ irian^ HBC inaerit à une coulqM, plro- 
tcnt eanauawenl aaloiiT dai paioli fliei P, f, le ireiiiénie aàli BG ea- 
Tclgppera ine eoniqne doablemenl (angenW 1 1* prapMèe aninnl I« 
drcdie PP' dci plToti. 
3* Va trf«n«la ABC «M inteiM dane dih hTperbale quelcaiiqae ; iei daai 
otiés iS, AC aont etoilanmenl |iarailéiei i deni dincHoni donntaa; la 
iroiaiéme odlt BC entaloppera ane agevndc kj^erhola a|*M mèMM 

aifciptolel qoa la pramiéra; par U. Paul Senal. nt 

NoMfnfta*riiMl(ei:par ILBrastine M* 

Nate*BTaeiarUele;parll. BrelOQ(deClianp) m» 

Pluiiean ttaéeréaB* nouraïui mr la qnadrilattra ai if penia|>B« hMcritt 

i nna MPiqaei par H. PanlSerrel lu 

PiMitan lhtaré»«i »r loaecaialesdaaMnlqNeii^tlI. deP<*Wri*. . tu 

Nol«iatlem«B«atU«l«i parU.Uinilion tSl 

Si une dralie lonnha aui paiaii F, It reipaciiTeBent dana liTperbaleiéqnl* 
laUtasquIent leBtmaaenmO alqni «e .ooapeai en Q, laa uaiidiB- 
lanMi OP, OQ, OB (onueronl DOa pnipoclion eanlhiae ; par H. Hentian. H l 
Notea (nr l'tarpeibole équilalére circanaorite i un Iriangle M lur la para- 
bole lnuril* 1 un lri(n|le; par U.UeBllon 3S1 

Noie iur le mtine arllcle; par H. Terquen ISI 

DiiCDHioD d'une eoniqae doante p«r une équalion enelappe on aoi or- 
donntfs liotairei de Placker, al appllcalian dei ptoblimci tur lei cnie- 

leppei dn cordei de couiqnei I par U. Terquem HT 

Bulle da la tbtorie de* rapporta projectlfi, linosslquai, legmenlairES, apbt- 

riquei, iriangalairea. pyramidaDi ; par H. Tecquem, (l'o^r l. VI, p. «.). m 
Nouiella méthode Bnaljtiqne poat la dClerniinalien dei coordennéei de* 
rajen el dei longiMun dei aiei de caniqaes douées decAnlreaj pat 

H. Paal Sarret. Mf 

Saiia dei relafiona d'idenillt el èqnailoni fondameiiialfi ivlaiiTet tui 
iignei du lecend degré, Ihéorie dea polaire* réciproquei ; cel article re- 
monta 1 cbaoun du toliimei précédenli}; par H. Terqueiu Mt 

Hou du même article : par le marne MB 

Mener à uue coaiqae doonée nne nora^e par la leol emploi 4* la ré(le et 

du compai; par M. E. Calalin m 

Noie sur cel article ; par M. E. Catalan IH 

Tbéorle générais dei polei el polairei et pelalrea eoniORMée* dei lignei at 

•urheei du lacond ordre< par H. Lenibérir Inevea} In 

Saite et dn da même article m 

TbéDrétne de NevioQ ■iir leiaajniplolelf parU. Labaafaa. .*.... lu 

Note loi cet article ; par 11. Terqntni tn 

Proprietéi du Iriangta tormé par troi* irta d'hypeibolea éqollalérM eoi' 

cenlriqaeiau pudeiparabi>lMCDn(oc«l«; par H. lerquem Ml 

Mole mr la détermination analjliqne de* Coyen dani lei eoalqaee ; par 

M. A.J. H.V Ml 

Tbéoréme héiaogriphiqae inr le* coDiquei, c'eil-1-dire, li dam le plan 

conique aux point» U et H', lelieii de* pointa N pria *ur la droilade lorle 
que ie nppon barmonlqne - aoll coniunl, e*l une leconde eo- 
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Pli. 

Tkéttiaa tar U tranimnlc ta 

TXX. BéoBittria >aBl7tîqaa A troia (UnMOÙOB*. 

DiicDuioD d'une inrbcs do «jodritme degré doDnaol une Talear «ppro- 
ebteda radical Vx<t|l ; par H. Terqaeiii M 

TnuTcr le lieu det droitei OM tell» qae la lonme de* aoEln COU , COM 
Mitcoii>lanls,OCctOC èlantdcDidrniieifliHïparlI.UImKVC. . . IM 

81 par ie tomnicL d'an cAne do «econd éegti on tntae de* perpendicolairE* 
aoi plani tan|enli , an a un oiiDieancaDe dn ucoad d^ri; M tiftqaa- 
UoB du premier Hl est oz ' -<- col ïy — i' — o, 
eelledn Hcondnl tang'ox'-t-latig'ty' — *'— O; 
d'oi l'on eonelara qne ie prtmiar cône eet lappiémenlalre da leceod ; 
par H. LrlMtigua lU 

Dane Mole ■orTacCfaBcbe dn (eeend degré, ia lomme dn difUnceeda 
dilTértnlf pointa d'une mCme ligne de courbure à nue irajceUiira orlka- 
gonale quelconque de* ; intratrïcei reeliligno dn premier >y*iéiDe M à 
nue Irajcetoire onhofonale quelconqae dei géntralrieet reelilignn da 
lecond •iilème, a eonilamment la nitme lalenr: par H.Ouitn fioDoel. m 

Propritli) du tore de M. TillarccaD ; pat U. Terquem Ml 

Nol« lur l'équation qui donne lea aie* priaeipani dei lurlaeei i ctaue da 
«MMHld^ipuH.LEbaigue IM 

vlUa Staliatiqaa at mècamiqnc. 

Cndltinna iTAqniKkra de quatre toree* p, Q, S, T liiutei on non (itniee 
dtu on mtmeplaD, mail nos appliquée! eti un oiAms point i par U. B. 

Catalm H 

Noie lur la théorie du ptralltlogramme articulé de Watt; par U. VibmM. « 

Nolea anr cet article; par UBabinel U* 

Et par M. Vincent. V» 

Hole lur le centre dee fore» non paralltlet; par H. HaUut. ..... i» 

Mote tnr cet article relatita au plan central et à l'aie cential ; par H. De- 

laderecre tn 

Théorème «nr te centre de gravité; par M. Héinero W 

■omenla d'inertie d'un arc do cercle et d'une lurfiee Bpbérique par rap- 
port à un point: d'ipièi H. Lobilto stl 

La (onction de» (ercei, dttignée habituel lemenl par LX+UT + NZ, repr4- 
•enle ie leituple de ta Mmme dei létrièdrea ajanl pour arïiee oppoféei 
lea droilef qui repréeenlent en grandeur el en direction lea forces P, F, 

P"....,ceidrolleiétant priusdeuiddeoi; pirU. E. Catalan M 

lo Use force quelconque peuttoDjsun être remplacée pareil forosi appli- 
quée! lelon le! lii arélee d'un léiraédre. 
a» Lonque • (orcei lo tonl équilibre ot qu'une droite A rencontre t"— '). 
rile rencontre la •i'"', car la lomme de leur moment, par rapporta la 
draile, étant nulle, ainai que lea pi ua eourtei di!lancea dn (»— i) pre- 
mièrei foicei t cette droite, il faudra que la plus courte distance cuire 
U hMm el la droite Boil auiti nulle ; par H. Deladereere Mt 

Ut. MathèiB>tiqaee înfiniUeînialaa. 

Nota aur llntégrale définie \ — ^^-f—^idi, ciétaDI comprit entre oeliBi 
puH. Dl«aiar. »i 
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SOLUTIONS DES QUESTIONS 

I. Algélire «lémenUira. 

(Td« droite «Uni diilits en m parties «gilet par dei polDU ronce* et m « 
partlet ègilfi par dai point! tiDirB, irouxrli pluipelludiiunceeDlmati 
point Doirel in point rouge; par M. A. Vichetir. (Prob.llS, t, Vl.p.iiiJ. il 

IMyonlrct lldantlti mirante, n «tant quelconqaa : 

".".(•.♦■J + (•,+ •.)•.(•+ •,+ •.) *•+ :■■■■* •„>■.(•,+ v + -J - 

- v„(V • J * iV •„)■„(".+•--+ • J ♦ 

+ (V„--+"J',(Vw--+'.+".)' 

p«rH.P«alSeiTet. (ralrt.1V, p. ita). . . .•. 1— 

PéUnlIa limite de II IraaUon continu n a : a + ï :t + c :c + cl : d f ete., et 

Q«lant1* limite de la fraction continue a ; 1 -<■ 1 i e-t e : <i+ etc., on * 

P(a-fQi-i)-a4-Q; parH. J Murent [Prob.llS,(.VII,p.UB). . . . M 
p ttant on Dombre premier impaii, b et i deux naDj|)rei premlen entre 

eux ; a -fi et ne penrentlToir d'antre facteur eomman qne p; 

al af + br ttl dlriiible parp*, ilori a + t eitdlilBlble par p*-'; m#mea 
proprltlAi iDnqu'undciUomhrua, bdeT<entnégaU[;par HU. Mention 
alGUleitLasien).[Prob.iM, t.VU;p.lsg] Ml 

II. AI^Abre anpéf ia«r«. 

L'«quaUen — ^ + —^ + ....+ —^ B — « a tenjaan • radnea 

réelle*, ^ Ai, A. ....!,; a„a,....a^ ïtBaoul deiqDanlitéi riellMi par 
H.Gille*(LBolen).[Prob.ies,t.Vll,p.3W] • 1» 

Salent (-/('>») <t-P(«,t)t d'où «~fi«,0 V— f(«.0. un ai 

■ ( '»^|r-''»^a) ('■'('(''.-f'.+'O - '• 

le* (oDotlaDa aecentuéei étant le* dériréet par nppott ux Tarltble* 

écriitt; patH.J. Murent. (Piob.itB,!. VII, p.alo] 3» 

Solution do oitaie problème; par M. Jernaii 3M 

Solution du même ptobltme; par H. Loibay IM 

m. OéomMria «Umantain. 

ABCDB «tant on pentagone plan reprtsenlona par ■, i, y, f, «le* aire* 
dei triangle* ABC, BCD,CDE,DEA,EAB et par 8 Faire du penla- 
gone, dimonlrei que : 

S»-3f. + S+ï+J'4i) + .( + >y+ï(f+<rf + ,,_0j 

parM.PaulSerret. [Probl. iSl;UVI,p.3T3] M 

Même queiUon, par M. LegaKoi* M 

Deui polygone* lont Bemblablei lonqu'ili *onteln!anteriptib1e*etqna le* 
diiiancei des centres rie> cercicf inacriia ani lomniela lont proporlioa' 
nellea et lemblablement placée*; par M. Lucien ti il lei. [Probl. I, t. I, 

Étant donnée* deul clreenKrence* dam le mïme plan , A un point *nr 
la première circonférence et B un point lur laieconde, irsafer iitr 
l'aie radical de* deai eireonferencw un point C tel qu'en menant le* 
ite<nie*CA.CB,elIe*Gaap«ntleioiieonféronceiendeai point* D,E, de 



i.vCoogIc 



-k7h ■ 



qae U droiM OE loii i aagb dMli ur Tue ndtctl ; pu M. i. 
I. [PraU.», l.XJ, p.SiT) 3 

Ls Hm fétmélriqm des prolcdloni orthagontloa dn centra de U Im- 
nliMle de Bcrnoulllj lur ta («Dgenwi ■ ponr équiUon polaire : 



'(}■> 



pirH. Pinl Serret. [Probl. iM, t.TI. p. SM] . n 

«te, ABC, tUnt dirai Iriinlei recUllgna illn^ d>M tenéB* pUm,lM 
qualr* Mmmeli i, t, B, C, éMD( fliea on donne U reliUon '^=7T~ 

coDitMIa H — ( il Ifl loiamel a décrit une ligne plue aigébrlqM dl- 
Tiit* pirta dnMe tt «n deui pirU«t tgalea ai iintiTtqnei, le nmBcl 
A itetirê une lifie dn même degré , dl>li<» en deni parliei «giki tt 
ijraélrlgnee porildraile BC. pir H. P«ul Senel. [ProU. iio, t. Tl, 

9- iH] n 

a,V<,d. ABCD tliDldeuil«U*Mrei, Ici iii lommeti b,c,d,B, CD do- 

nnuranl fliei on donae )• KiMhn — — — — — eonolonte — — . 
AB AC ID n 

SI le Himmel ■ dterii me turtice ilgibrlque divliée ptr le pUn kci 
en deux pirtie«é|[tIePel>fniélriquu, leeDmitaet A décrit aiie ivrlace 
■iKéMiiM «*W« de mtae p*r le pUn BCD «a deni pariien *f«tM 
M «iDéiriiiiiei; par U. Ptnl Sonet. [ Probl. m. i. Tl , p. 4» ]. . Mt 

ÉUnt damée le JongnMrd'nn art el «elle deea wrde Mnrer la raroa; 
par M. Km. Latonge. [Prabl. ill, t VI , p. 4»] Mt 

8«lenl A, A' de» poinU d'ene eUipw AN, A' H dent Dsrmaieo H rea- 
eantrintflD S,n, el k' let grandeur! de cet normalo, p et p* lei dli- 
(ancet dn eetim aux tangent» pauani par A , A', 4 le demi-dlanién 
parallèle à la Boni e «A' an» l'ap-). nysadi; 3* tU'on nénelei den 
tulrea nonulei, pauant par Non ( *p-f<>'B'.fi>"f)"-H>"'fi"'— «onoUnle; 
l°>i A'ierènnlt é'ÂDDai^— di.d'oa«e>if«r«TondecantDrajt*eeite 
dernière eiprestlon t'applique an rayon de courbure d'une ligne de 
eoDrburede l'ellip>oM«,llMtMted»i)iMitBièm parallèle t le tangenlai 
parH. Ucntlon. [Probl. iti, LTl.p. m] lU 

Noieeareel anicte plrH. Lebeigne » 

Donner Htta dlicatilon coaitiUte du Han géemMriqne d'an palni , le) qne , 
tl de là on mène In tangentei é deni cerclée égaui-donnél, levrree- 
langteu)tMait«nl(parll.LegBllali.[Probl. ITI, I. TU, p.4t|. . . l« 

Snitaeiandu même article lll 

Par le foyer d'une elllpu on mène deni cardée rectangulaire*, dan< )a 
carde dècrll tur le grand aie comme diamètre. Lea deul coidei tont 
^elei i deui diacnètrei conjuguèi dent J'ellipie; ti par le centre on 
mène dant le cercle an dlimélre parallèle i l'une dei cordes, il etl par- 
tagé ptr l'iulrfl corda en dent tegmenlt égaux ani rayant vecleurt qui 
Tonl du foyer aui «ilrémilèi d'un del diamélrea conjugué) dani l'ellipte; 
part). B. Jantroid. IProbI lit, I. Vil, p. TS] IH 

Cinq polnti lont lituii dan) un plan ei lelt que irai) ne toni pat en ligne 
droite. 11 y en a leu]ouri quatre tommeii d'un quadrilatère éonTcie. 
Par eei qnatN point) en mène deni ptrabolet; I» éoniqne paiMul ^t 
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iM^iaq painUMIl'iiDCpwiMt, li U cloquiéflie psbl ^Mt l'une 
du délit partb'le»; l* un* b>ptrbola, *lle ciDqui^mc poiol eitd«n» 
nnUricuT onbori doideDi piiibolM; >• Dne«]llji*c, li le diquièm)i 
point Ml dUH l'inltTiiar d'une pu*bate el Un de l'iuira; pw M. Julei 

Laurrre. [ProM. nt, t. TU, p. t9]. . . , j 

La Mnbe ïïeu gtomèWiguB des sonuDet* ée (ootea Isa puibotei Ungeolef 
k DD eercls dannâ el «yint pour tajer eomnign un point Die lar la 
Gvtanltniieo da mtma eeifla a poor é<ptiii» polilra : 

ruU.V.tm»rj. [Prabl. ifs, t. Tn.p.Wl-i I 

Li «anniti 4a( HfBC* «blMtvea en praJelaM lai l«a(Mnn 4» éattf Mr~ 
nMka eomprlH* «rtir» leara pointa de esHoonn et leii p*lift* ot dlaa 
renMètreii recttngal«ir«n)eDi la pkrabole, inr h* r*Ton» Tacienn de 
ea* pointa eit Agale i I* corda focale parallèle i la drolta qui leajofnt; 
paTll.MMiUOn(tbéorèaieaiialogïaicalDl iti.l. Tl, p.iii). . . . i 
Quel ail la pliu innd aD|[1a irne Ton pafMe Inierire dana mie lontoear 
douta d'tine eoDtbe dn tgwnd deiTl- IPndtl. t , 1. 1", p. lU), pat 

H. Bnloa de Cbamp] 1 

SMonde aolMlai deeeprablèna : «oient aa', ai", ai"' irota poiMt rnnt 
allipH; MetMM pa* lea poliia a^, nf' dea un)eMM i ratie sow^ 
MppeaonaJaa te Moper eu T ; JoffpoDa la point m" au p«IM n*" M pat 
lapàtBtTmanBnanw aéetnte parallélellaeatde«", ■■'";'«4te hfl, 
al 1^ lolu la potai wf" au pranler point af, la HiM «t jeuMlou u^, 
a»*, paaae m nOicu à» U eafdo lat«CMp(*e anr la atoaMf Htall du 
polni t et ptralièla i M",M"';rMll.|lHHiketB. [PmU.iii. (.Tl, 



(•■+i»+««)i+(»'#+»',+«'»)a+{rf'#+*"Ii+."»)«-*, 

{«•+0+rf'a)a+(to+*',+ »"«)i+ (a. Vli+«"»)»-'« f 

lea ate» Maat rectaggalalrei , ce* deai tqnatioiu loBI Mpt da Ane 

•lilpaoldaatcant, patH.TIi.Uib(}. [ProM.lU.t VII, p.l«]. . . I 

QUESTIONS DTXAUBIf. 
I. atoaétrh MtoMMair*. 

Soient dspnéa difti ta ewela une aorda KF et an dlimttn W fefpWH- 
eolalra i eotta Mrda. D^ia point de U draonKreim en nrtne de« 
lignei an Bitrimlltt dn diamètre et d«ni tlgnei «ni eitrtmtiM de U 
«orde. Mmontrer que la aamme des protecUoni de* daui pttmltrtt 
li(Ma IDC l'un* OK dea deuiaulrei.eil è|al« lealwniAine ligua OK. 
•I que la dilHrtnea d« cnmAmea projKiloni eal tuale à l'an m ligna OE', 
c'eal-l-dlre que i.f Mant Ici pied* dea perpeadioulairai abaliaéeadai 
•itrAalUa du dianilre aur la drolle OE , on a 

!• Od+Oi — OE., t* Od-0#— OK'. 

H éMmeulairai]; 
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TNaira 1é longueur d'ane coTiIe diiilMl UjnrFiM d'un cercla domé 
dini un rapport donnA : eonatruire gtomttriqDcaieol l'équatian dn pro- 
UAme; pirM. O. Terquam II 

Dd irlangle PQR élanl circoaicrit 1 un cercle, on fenne m KCoird Irjiagta 
A,B,CdoDl1e> lomniFU loBt Ici mllieaidn «Hètàu premier. Des lom- 
Del* du nuatid iriangla on mène au cercle lei unpeniei Aa, Bt, Ce, ipi 
Teneontrenl reipccUveoienl eu o,t,c leacdUs oppatfi a ce* tommeli. 
Démontrer que ces irai > peinli sont en ligne droite elfoir il lelhèarëme 
l'^ialement 1(«a lorsque, i la place dn cercle intcrit,oa prend une 
leetion conique un génie aui irola citUi da triangle. 

[Qvenion du concours général de iltl en nuttaémaUtpiet ipèoialeili 
iDlatlon analytique; par K. V. PrtTotel H 

On donne aur uu phn un uombre quelconque de palnli A. B,C...; parnna 
origine fixe Ochoiiie i ToloDlé aur ee plan , on laiat an nombre inllni 
dedroltea.etiurcbacuuad'ell» on pane une longueur OU rMipréqne- 
Dcnl proportionnel le i la raeine cariée de la tomme dei carréi dei 
' perpendlGuliIre* ibaiiséta lur celte droite du différent! pain ta A, B.C.. 
On demande : 1° Le lieu dea point* Il oblenni de Celte manière; !• tll 
ni loujoura poMible, Iri pointa A, fi, C... realant fliea, de choisir l'ori- 
gine Ode Mlle aorte qae ce tien devienne ane circouIérenEB; s°eiamioer 
•I la courbe cberchèe etl loujoura fermée pour loalei le> poulionida 
point 0; par H. JubéLEugènejjqueilioD proposée au concoure d'admil- 
alon i l'école normale en IB47 IM 

Du aommel A de l'angle droilBACon mèfle une droite quelconque; dea 
pointa B, C on abaiue aur cette droite le* perpendlCDlairei DP, CQ, 
trouTer le lieu des pointa U da ee* drollea pour lesquels AM — AP x AQ 
rCompoaitioB écrite en ie«I); parti. Le Galliis Ml 

Lien des projection» du Bommat d'une conique aur loolei aes langenlBs; 
par II. Le Gallala UI 

Lien géométrique du centre d'un oerele langent ani cOlés d'un triangle In- 
fcrit dana une circooNrencei paru. Adrien Laibnd lit 

MCODibea siluéei dan* le même plan aunl pircouroet efaacana par nu 
point matériel d* masse eonnua ; on donne la lui dn mOUTcmeDl de la 
pTO}ection de chacun de cet points aur une droite ; irouter le lieu g*o- 
mAlrlque dn centre de gravité de ce* masses ; par U. Tecquem. ... lit 

Trouver l'alie d'une sinD**a1de; par M. Terquem <H 

HoM sur les liaui géomAtriqué* polaires; par M. Terqoem WI 

ZZZi statique. 

Déterminer la position d'iqelllbre d'une lige pesante UU', da longueur ( et 
de polda P, duot le* eiiréniilés sont assujetties t rester sur deui droites 
Aies, dont l'uu est verticale el l'a ut^ dans une direction qnelconqaé; 
par H. Dléu Ut 

nr. .Çnastiona 4 rètoadra. 



Plusieurs tbéurémes de géométrie spbérlque , proposés par H. Sirebor. . lU 
Théorème sur les rajons vecteurs des caniquee, proposé par U. Lucien 

Gilles .111 

Kietcices sur le* équations iiraliDunelles raidnes ralionnelles , d'après 

" ■■ ■ 1 Dtntiig iM 
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N» It} IM 

Théoléina lar IM net da l'elUpw ei de l'hjperbale , propoli par 



Formule» de tri(onornflriï ÎW 

SaoDcé àt 11 compoiiLion du Rrind coMOnn de Ittt en nilbAmallques 

■pAcieleiet en lutlkéraitiqueiiKmEnUire*. 316, 3it 

CompoiiiiM* ^tilet pour l'wlmiuioo i rtcolt pdlicakniqae en iiti, 

campoiiiion de Petis. lli 

Coneound'igrigtUon en latl *n 

N» isi, in, lu, lai. IIS 9* 

K-IM, H7,iM, IM ■ . . . m 

Ailt imporunt 4U 

CHconr* d'idoUllOD i fËMls Dornule en l»a 151 

V. ■iUiographie. 

LcfODi de gtotMITle nuljrUqne de P. L- Clroddej parif. A. B 13 

Himaite rar ■• Ibèorle d« U chilenr ( pir M. Tb , d'Eatocqnoli 19 

Bi plaileuri oa?ra|«i luIieDi n 

Aritkmïliqae de U. Gailmia. ie>, Ml 

Pméet de d'Alembeit nr diran sa]eii de mtlhtmilrquet lU 

Butt de gtonAlria UMijlIque de li ipbèra j par M. Borgnel m 

Blo|rapUad« WnlHl; parU.Seint-VeiMiit 3ti 

pN(T«iUDepoDrlebuuP*art«téiie<eDceidag]iilDiite;progT«i. . . 4» 
DiMoan prooanci 1 li dlilrlbatlan dei prit du Ijeèe HonRe; pir H. Vln- 

MDt, prafeueur de maihéDUllquei epAcUlM *M 
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QUESTIONS NON RÉSOLUES 
Dont les leptpremien voîtma. 






OiunaUon, Sur 108 queiUoiif , Il en mte 00 i rtmidn. 
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Pige 494< l'C^ ">• "^ dflMeniUut, — ^LS. "mi : 4-4'^* 
Pi^ 494< "fne 10, en Aeicandant, — ^', littM i + 41^1, 



Page 3o6, ligne i4. en ducendant, E^"', lûti i Ex'. 
Page 435, ligne 4> «> TemODUnt, H*, lUi» 1 i6n*. 

TOME T (i>*iuiïiM lUjijiUMMt). 

Page 4'* ''S"* "• en remontant, ita, littt -■ an. 

Page 80, Kgae i3, en descendant, i-f-tanga'x.UMJ.' l+tnag*' 

Page So6, ligne 3, en descendanl, », Un* • t. 



TOME VI Cftw 



Page «7, ligne 8, en remontant, — ——«B, (««».— ~ — *j- 

a 

Page 137, ligne 5, en temontaot, — B, liitt 1 — •-. 

B 

P«ge 137, ligne 3, en remontant, — B, /<>«*' — rr> 

fi 
Page 196, ligne lo, en detcend^mt, B, lUttr -^ 

B 
Page ia8, ligne lai en deuendant, B, Uitt: — . 

TOME Vil. 

Page 8, ligne 11, en temontanl, dx'.tiitt: dx,. 

Page g, ligne 10, en descendant , aCx + ^r + ^ > ^** ' 

aOe' + Bj-' + Ea'. 
Page i5, ligme 4< en descendant, am, littmi aac. 
Page ai, ligne iS, en remoataiA d*», ''Ma 1 de. 
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page 3o, ligne 6, en dcicendint, -• + -, tiitti - — . 
P(fe. 3i, ligne I3, «n descendant, quantité, tiitt i quantité*. 
Page 3^, li^e 4> *" desceudant, carrés , liit* i carré- 
Page la;, ligne i4> en deicentUnt, R', tiitt s mi'. 
Page )44> liC" 4i ^'^ descendjQt, aS. tiits .■ i5 bit. 
Page 166, ligne i^. en descenilant, de», llttt i dn. 
Page lOp, ligne 3, en remontiint, a-f-f + lntg, tIttM 1 ar^^■H^^ 
Page 160, li§ne 9. en descendant, ■*<■, litet .- ■1,0, 
Page 169, ligne 7, vi descendant, qneaiions, liir* t éqbatioiii. 
Page iHS, ligne 7. en deiceiidnnt, des, liieM 1 da. 
Page 186, ligne 8, en descendant, fiisceaai , liitM : faiiccao. 
Page aoi, ligne lî, en descendant, «a", /iiu .- *'". 
Page 304, ligne 8, en TCmontaDt, xi", Zi'iei r r*". 
Page>3o4, ligne 3, en remontant, X3*. liiti : z*". 
Page 307, ligne 8, en descendant, première, iittt t corde- 
Page aïo, ligne 3, en remontant. (*'+;■',", '«" s (x'+j-*)"*. 
Page a63, ligne 8, en remontant, éqnalions, liitt 1 inconnoe*. 
Page 977. ligne 3, en deicendant > ordonnée*, littt : coorilon- 

Pagè a83, ligne 7, eu descendant, point matériel, tint ■■ points 

matérieli. 
Page a83, ligne 5. en remontant, i., liitt : S_. 

Page 368, ligna 7, en renootant, n+i , liit* 1 r-f-t. 

Page aSe, ligne 5. en remontant, i— "M", liie* i y*"*!». 

Page 3i3, ligne 8, en remontant, f , littt t {. 



- lUPRIUË PAU B. THUNOT SI C-, 
qe Baelna, M, |it4t de rOilém. 
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